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图 论 是 一 门 新 兴学 科 , 它 发 展 迅 速 而 又 应用 广泛 。 图 论 已 广 
泛 地 应 用 于 物理 化学、 运筹 学 、 计 算 机 科学 、 电 子 学 、 信 息 论 、 控 制 
论 .网 络 理论 ,管理 科学 、 社 会 科学 等 几乎 所 有 学 科 领 域 。 男 一 方 
面 , 随 着 这 些 学 科 的 发 展 ,特别 是 计算 机 科学 的 快速 发 展 ,又 大 大 
地 促进 了 图 论 的 发 展 。 因 此 ,国内 外 许多 高 等 院 校 ,都 把 图 论 列 为 
数学 .计算机 、 电 子 、 信 息 、 管 理 等 专业 的 必修 专业 课程。 

进入 21 世纪 ,国内 越 来 越 多 的 高 祝 , 为 与 国际 接轨 ,拓展 学 生 
的 知识 面 ,增强 学 生 竞争 能 力 , 增 设 了 许多 新 的 课程 ,同时 又 大 大 
压缩 了 各 门 课程 的 教学 学 时 ,因此 ,在 较 少 的 学 时 内 ,如 何 加 强 学 
生 对 基本 概念 和 基本 理论 的 掌握 ,如 何 提高 学 生 的 实际 应 用 能 力 ， 
是 我 们 高 掖 教师 又 面临 的 一 个 新 课题 。 正 是 针对 这 种 实际 情况 ， 
参考 国内 外 许多 优秀 图 论著 作 , 结 合作 者 的 教学 经 验 ,对 多 年 讲授 
的 4 图 论 及 其 算法 》 讲 稿 进行 修改 ,形成 了 本 书 。 在 选材 与 内 容 纺 
排 等 方面 ,不仅 凝聚 了 作者 多 年 的 教学 经 验 和 教学 体会 ,而 且 重 点 
体现 了 距 便 于 学 生 学 习 又 利于 教师 教学 的 思想 。 

由 于 图 论 是 一 门 较 新 的 学 科 , 所 以 大 多 数 图 论 作者 在 其 著作 、 
论文 ,演讲 中 都 习惯 使 用 自己 的 一 套 术 语 和 记号 ,而 且 许 多 图 论著 
作 只 讨论 有 向 图 ,或 只 讨论 无 向 图 ,或 将 有 向 图 与 无 向 图 分 列 讨 
论 。 本 教材 则 把 有 向 图 与 无 向 图 融 为 一 个 整体 ,在 介绍 图 论 的 基 
本 概念 ,术语 和 结论 时 ,参考 国内 外 大 多 数 作 者 的 包 述 ,选择 最 为 
通俗 且 大 众 化 的 语言 加 以 描述 , 且 都 以 定义 的 形式 加 以 规范 ,避免 
了 概念 的 歧义 性 ,为 读者 特别 是 初学 者 ,勾画 了 清晰 的 图 论 轮 廊 ， 
从 而 能 轻松 地 进入 图 论 的 系统 学 习 和 研究 。 
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独到 之 处 。 在 内 容 安排 上 ,各 章 之 问 既 相互 联系 ,具备 教材 的 系统 
性 和 科学 性 ,同时 各 章 又 相对 独立 , 自 成 体系 ,给 读者 的 学 习 提 供 
了 极 大 方便 。 另 外 ,在 介绍 图 论 基 本 概念 和 基本 理论 的 同时 ,还 强 
调 了 图 论 算法 ,因为 算法 的 研究 是 计算 机 科学 的 核心 。 因 而 既 能 
为 学 生 学 习 后 继 专业 课程 打下 良好 的 数学 基础 ,又 能 增强 学 生 抽 
和 象 思维 能 力 , 局 迪 学 生 研 究 算法 的 智慧 ,从 而 达到 培养 学 生 创造 力 
的 教学 目标 。 

运用 图 论 理论 解决 实际 问题 ,有 着 非常 独特 与 聪明 之 处 。 要 
形成 图 论 思维 ,巧妙 运用 图 论 方法 ,除了 深刻 理解 概念 和 理论 , 除 
了 勤奋 和 激情 ,还 需要 智 意 和 技巧 。 为 此 ,本 教材 每 章 都 精 选 了 适 
量 例题 和 习题 , 书 未 附 有 习题 解答 ,同学 们 在 认真 做 是 的 过 程 中 ， 
将 会 惊叹 图 论 方法 的 聪明 和 技巧 ,充分 体会 图 论 的 美妙 与 订 力 ! 

本 教材 贯彻 了 教育 部 有 关 图 论 课程 教学 大 纲要 求 ,能 在 大 网 
规定 的 教学 学 时 内 ,达到 图 论 课程 的 教 党 目标。 而 且 , 学 习 本 教 
材 , 只 需要 具备 线性 代数 及 二 元 关系 的 初步 知识 。 
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ж АЈБ: 


图 论 中 所 讨论 的 “图 ", 不 是 微 积 分 .解析 几何 .几何 学 中 讨论 
的 图 形 ,而 是 客观 世界 中 某 些 具体 事物 间 联 系 的 一 个 数学 抽象 . 如 
二 元 关系 的 关系 图 ,在 关系 图 中 ,我 们 不 考虑 点 的 位 转 及 连 线 的 长 
短 曲 直 , 而 只 关心 哪些 点 之 间 有 线 相 连 .这 种 数学 抽象 就 是 “图 "的 


第 一 节 图 的 概念 


定义 【1 图 {graph) FAA G 是 一 个 三 元 组 , 记 作 
G=《V{G),E(G),g(G)) ,其 中 

(I V(G)= іо, о, VOZ O, RAB G 的 结 点 
ÆA (vertex set). 

(2)Е(С) = te ,ey,… em! 是 GG 的 边 集合 [edge set), Е е, 
为 | ,| 或 《wv ). 若 ei і оо. е, Е о, Жо, AHA 
{end vertices} 的 无 向 边 (undirected edge); # e; Жоо. о), e, 
为 以 w 为 起 点 (origin) ,ww 为 终点 {terminus) 的 有 向 边 ( directed 
ейде). 

(3)e(G): E— V x V 称 为 关联 函数 (incidence function). 

例 1 已 知 图 G=《V(G),ECG),p(G)), 其 中 

V(G)= lui, 02, V3 V4 Uss Ve} 

Е(С) = |el,ey es Erres в» ёт eg eo ell 


yp(G):E>VxV, 且 


ф(е)=(шщ,®) — @(e,)= (9,22) gles)= lu, val 
Ф(е4) = (ue ф(е;5) = (оа) фб) = Cv V2) 
Ф(ез) = (05,0) Ф(ев) = (0,05)  gle)=fu vsi 
Plew) = {v3, vs 

图 G МЖ 7 (diagrammatic presentation) Ж 1-1. 


1-1 

图 G 的 图 形 表示 , 即 用 平面 上 的 小 圆圈 表示 图 G 的 顶点 ,用 
点 与 点 之 间 的 连 线 表示 图 G 中 的 边 .图 的 图 形 表 示 使 得 抽象 定义 
的 图 具有 直观 性 ,有 助 于 我 们 进行 思考 和 理解 图 的 性 质 . 当然 , 同 
一 个 图 G 可 以 有 许多 形状 不 同 的 图 形 表 示 . 

定义 2 邻接 结 点 (adjacent vertices) 关联 于 同一 条 边 的 两 
个 结 点 称 为 邻接 结 点 ， 

孤立 结 点 (isolated vertex) 不 与 任何 结 点 相连 接 的 结 点 称 为 
孤立 结 点 (度数 为 零 的 结 点 ). 

邻接 边 (adjacent sides) 关联 同一 个 结 点 的 两 条 边 称 为 邻接 
边 . 

Ж (100р) 两 端点 相同 的 边 称 为 环 或 自 回 路 (cireuit). 

平行 边 {parallel edges) 两 个 结 点 间 方 向 相同 的 若干 条 边 称 
为 平行 边 或 重 边 (multiple edges). 

2. 


TÍA (symmetric edges) 两 端点 相同 但 方向 互 为 相反 的 两 
条 有 向 边 称 为 对 称 过 . 

定义 3 无 向 图 (undirected graph) 每 条 边 都 是 无 向 边 的 图 
称 为 无 向 图 . 

有 向 图 {directed graph) 每 一 条 边 都 是 有 向 边 的 图 称 为 有 疝 
图 . 

ЇВ А1 {mixed graph) 图 中 不 全 是 有 向 边 ,也 不 全 是 无 向 边 
的 图 称 为 混合 图 . 

З (оол graph) 仅 有 一 些 狐 立 结 点 的 图 称 为 零 图 或 空 图 
[empty graph). 

平凡 图 (trivial graph) 只 有 一 个 孤立 结 点 的 图 称 为 平凡 图 . 

定义 4 多 重力 (maltigraph] 含有 平行 这 的 图 称 为 多 重 图 ， 

简单 型 {simpke graph) 无 环 并 且 无 平行 边 的 图 称 为 简 半 图. 

完全 图 {complete graph) ”任何 不 同 两 结 点 之 间 都 有 边 祖 连 
的 简单 无 向 图 称 为 完全 图 ， 

注释 1 (1) 在 简单 图 G=4V(G),E(G),g(G)) 中 ,以 zz 
为 起 点 y 为 终点 的 边 至 多 有 一 条 ,因此 ,图 中 的 边 可 以 直接 用 顶点 
对 表示 ,而 关联 函数 р 就 可 以 直接 表示 在 其 边 集 中 , 故 可 简 记 为 
G=《V(G),E(G)). 

{2) 对 于 无 向 图 G ,将 G 中 的 每 条 边 用 两 条 与 。 有 相同 端点 
的 对 称 边 e 和 <“ 来 代替 后 得 到 一 个 有 向 图 万 ,这 样 得 到 的 有 向 图 
D 称 为 G 的 对 称 有 向 图 (symmetric digraph). 由 此 可 见 , 无 向 图 可 
视 为 特殊 的 有 向 图 . 


(3)n 个 结 点 的 完全 图 记 作 K, ,完全 图 K, ЖС? = "(n - 


DRA. 完全 图 的 对 称 有 向 图 称 为 完全 有 向 图 (complete 
digraph) , 记 作 K}. 
(4) 图 G 的 顶点 个 数 还 称 为 图 G 的 阶 (order). 


(S$) 对 于 有 向 图 万, 去掉 边 上 的 方向 得 到 的 无 店 图 G 称 为 DD 
的 基础 图 {wnderiying graph). 反 之 , 任 一 个 无 向 图 G, 将 G 的 边 指 
定 一 个 方向 得 到 一 个 有 向 图 马 , 称 DD 为 G 的 一 个 定向 图 (oriented 
graph). 

例 2 证 明 ; 在 任意 六 个 人 的 聚会 上 ,要 么 有 三 人 曾 相 识 ,要 
АЖЕ АЖАН. 

ШЕЯ RIH A,B,C,D. E, F 代表 这 六 个 人 ,车 三 人 人 曾 相 
识 , 则 代表 这 二 人 的 两 顶点 间 连 一 条 红 边 ;否则 连 一 条 蓝 边 .于 是 
原来 的 问题 就 等 价 于 证 明 这 样 得 到 的 图 中 必 含 有 同色 三 角形 . Ж 
察 某 一 顶点 , 设 为 下 .与 下 关联 的 边 中 必 有 三 条 同色 ,不 妨 设 它们 
是 三 条 红 边 FA 、FB 、FC. 再 看 三 角形 ABC. 如 果 它 有 一 条 红 边 ， 
设 为 4B , 则 FAB 是 红 边 三 角形 ;如 果 三 角形 ABC 没有 红 边 , 则 
它 本 身 就 是 蓝 边 三 角形 . 


第 二 节 图 的 顶点 度 和 图 的 同 构 


定义 1 设 G 是 任意 图 ,z ЯС 的 任 一 结 点 ,与 结 点 х 关联 
的 边 数 (一 条 环 要 计算 两 次 ) 称 为 x MES degree) . 记 作 deg( z) 
K dir). 

W DEEBA HE, 为 G 的 任 一 结 点 , 射 人 z 的 边 数 称 为 
> BJ) BE [in-degree) , 记 作 deg (х) 2 2° (х): Я л 的 边 数 称 
为 z ЁН В (ош-дертее) , 记 作 deg (zx) 或 d (ух). 

注释 1 (1) 有 向 图 D 中 ,任意 结 点 x 的 度数 deg(z) = 
де; (х) + дев (z). 

(DH ACOA (С) С 的 最 大 硕 点 度 和 最 小 顶点 
ВЕ, A(G)=max|d;(=)|>€ V(G)!] ,8(G)=minld;(=)|= 
EV(G). 

(3) D RA HE, 


4- 


A'`(D)=maxÍd;y(z)|=€ V(D)}, 
A (Р) = тахі45(х)1=Є V(D)!, 
8* (0) = тіпіа45(х)1=ЄУ(р)і, 
6 (0) = тіпі45(=ғ)1хЄУ(р)і. 

(ФЕЯ С=(У,Е),5СУ, 5550, УСУ, Ж М (о) = 
luluC€C S, H и 5v 15 o 5 中 的 邻 域 .特别 , М, (vw) 常 简 
记 为 N(v). 显 然 , 当 G 是 简单 图 时 ,d(v)= | N(o)!. 

定义 2 #С 为 无 向 图 ,对 于 G 的 每 个 结 点 x, 若 d(x) = 
K IIE G 为 KK 正则 的 {k-regular} 无 向 图 . 

设 了 为 有 向 图 ,对 于 G 的 每 个 结 点 x, 若 d' (xz)=4d (z), 
ДЕ D 为 平衡 有 向 图 (balanced digraph). 其 中 > 称 为 平衡 点 
(balanced vertex}. 

在 有 向 图 也 中 ,车 A7(D)=A (D)=8'(D)=8 (р) = 
К, О К 正则 有 向 图 . 

定理 1 每 个 图 中 , 结 点 度数 的 总 和 等 于 边 数 的 二 倍 , 即 
> deg(z)=2| E]. 


z€ V 

ШВ Ж GA m 条 边 ,每 条 边 均 连 接 两 个 结 点 , 即 给 两 个 
结 点 的 度数 各 加 1, т 条 边 总 共 提 供 2m ER, Вр ydeel z) = 
2m. 

定理 2 每 个 图 中 ,度数 为 奇数 的 结 点 必定 是 侦 数 个 . 

证 明 设 V I, V, 分 别 是 G 中 奇数 度数 和 偶数 度数 的 结 点 
集 , 则 由 定理 1 知 ， 


>  deg(z)+ >  deg(z)= У] deg(z)=2|E| 
r€ V, їЄ У, z€ V 


由 于 D delr) SAZA, 必 为 偶数 ,而 2 Е | 是 偶数 , 故 得 
z€ V, 


. 5 + 


2 deg(z) 为 偶数 , 即 | Vi| 是 偶数 . 


定理 3 在 任何 有 向 图 中 ,所 有 结 点 的 和信 度 之 和 等 于 所 有 结 
点 出 度 之 和 . 

证 明 ”因为 每 条 有 向 边 必 对 应 一 个 人 度 和 一 个 出 度 , 若 一 个 
结 点 具有 一 个 人 度 或 出 度 , 则 必 关 联 一 条 有 向 边 , 因 此 ,有 向 图 中 
各 结 点 的 人 度 之 和 等 于 边 数 , 各 结 点 出 度 之 和 也 等 于 边 数 . 故 定理 

例如 ,图 1-1 中 ,d(w)=1,d(v)=6,d(v;)=6,d(w)= 
3,d(vs)=4,d(v)=0.8(G)=0,4(G)=6. 

ШЖ V(G) = {ш v, vp|, 称 非 负 整数 序列 (ad (wv),d 
(vjdi DHE G ВРЕ. 

例如 ,图 1-1 所 示 图 G 的 度 序 列 为 (1,6,6,3,4,0). 

推论 1 非 负 整数 序列 (ai ,d,,…,d,) 是 某 个 图 的 度 序 列 当 


且 仅 当 xa, 是 偶数 

证 明 ”由 定 理 1 可 知 必 要 性 成 立 . 对 于 充分 性 , 取 р НЯ 
Жо, 0,7,0, а, ЖЕЛЕ о, 处 作 a./2 А: а, E 
АН v 处 作 (d -1)› Ж. н Did, ЗНАЙ dida, 


d, ШЕВАИ, 从 而 将 所 有 与 奇数 d, 相对 应 的 这 些 
顶点 vw 两 两 配对 并 连 上 一 条 边 . 最 后 所 得 的 度 序列 就 是 (4d, , da, 
",›й„). WE 


值得 注意 的 是 , 以 非 负 整数 序列 (di,d,,…,d,)( $ d, 是 


偶数 ) 为 度 序列 的 图 一 般 有 很 多 . 
例如 ,图 1-2 所 示 的 G, 和 G, 的 度 序列 均 是 (7,3,1,4,6,5). 
简单 图 的 度 序列 称 为 图 序列 ,图 序列 的 讨论 或 判断 要 比 度 序 
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列 的 讨论 困难 得 多 ,即使 知道 非 负 整 数 序列 (ai ,da ,…，,av ) 是 图 
序列 ,要 构造 相应 的 简单 图 仍 是 困难 的 ， 
Erdss 和 Callai 在 1960 年 给 出 了 图 序列 的 一 个 判别 方法 . 


v 
vz 
ал Wz 
Ue 
D ° 
@. ы 15 


Gi G: 
1-2 
定理 4 非 负 整 数 序 列 (d ,qd;,…, d, Xd 2d, > d, ) Æ 


图 序列 当 且 仅 当 X) а, ЖИК, ЗЕН Ж —ИИЕЖ k, I< I, 
有 
+ 
>, d,<k(k -1)+ > тїп]Ё ‚4, 


证 明 略 . 

定义 3 设 G,=《V,,E1) 和 和 Ga 二 《Vo,E,) 是 简单 图 ,车 存 
在 一 个 从 v, 到 V, 的 双 射 函数 f, 且 f 具有 这 样 的 性 质 ,对 V. 
中 的 所 有 z у, х Ay EG, 中 相 邻 , 当 且 仅 当 A(z) 和 f(y) 在 
G; 中 相 邻 ,就 说 G, 与 G, EER (isomorphic) , 记 作 G, 2G. 
这 样 的 函数 了 称 为 同 构 函 数 . 

换 句 话说 , 当 两 个 简单 图 同 构 时 ,两 个 图 的 顶点 之 间 具 有 保持 
相 邻 关 系 的 一 一 对 应 . 


到 目前 为 止 ,判断 两 个 图 是 否 同 构 , 还 只 能 根据 定义 .也 就 是 
说 ,两 个 图 是 否 同 构 还 没有 很 简便 的 判别 方法 . 

两 图 同 构 的 必要 条 件 是 :(1) 两 图 结 点 数 相等 . (2) 边 数 相 等 . 
(3) 度 数 相 同 的 结 点 个 数 相等 .但 这 仅 是 必要 条 件 ,不 是 充分 条 件 . 

例 1 如 图 1-3 H,G G, G 2G, G2 Ge, 6,906, 
Gs. 


2 


对 于 两 个 同 构 的 图 , 易 见 它们 有 相同 的 结构 ,差异 只 是 顶点 和 
边 的 名 称 不 同 ,或 两 个 图 的 形状 不 同 ,由 于 我 们 主要 关注 的 是 图 的 
结构 性 质 , 所 以 在 画图 时 常常 可 以 省 略 顶 点 和 边 的 标号 .一 个 无 标 
号 图 就 认为 是 同 构图 的 等 价 类 的 代表 . 

例 2 画 出 所 有 不 同 构 的 具有 5 个 结 点 ,3 条 边 的 简单 无 向 
图 . 

Ж 共有 4 个 ,分 别 如 图 1-4 中 的 С,.С,.С;.С,. 


P` 00—40) í ` о O 
G G: G. б^ 


1-4 
з 是 否 可 以 画 一 个 简单 无 向 图 ,使 各 点 度数 与 下 列 的 序 
列 一 致 . 
{1)2,2,2,2,2,2 
{2)2,2,3,4,5,6 


| С С: 
1-5 


9.: 


(3)1,2,3,4,4,5 

Ж (1) 可 以 .如 图 1-5 的 G, 或 6G,. 

(2) 不 可 以 .在 6 个 结 点 的 简单 无 向 图 中 , 其 中 每 个 结 点 最 多 
与 其 余 5 个 结 点 相 邻 , 即 A(G)<5. 

{3) 不 可 以 .任何 图 中 ,度数 为 奇数 的 结 点 只 能 有 偶数 个 . 


第 三 节 图 的 运算 


定义 1 设 G=《V,E,g) 与 G1 =《Vi,E1,g1) 是 任 两 个 图 . 
# V,CV,E,CE,E p E ç EE, LERH, UK G Æ GH 
FM (subgraph) , 记 作 G, G.# G 为 G 的 母 图 (supergraph). 

Жс. СС,.А С,С( 1 V,C V RE СЕ), Wk G, ЖС 
的 真子 图 (prope япрртарћ). 

Ж G,=G ‚Я У = Y, 则 称 Gi JE G 的 生成 子 图 或 支撑 子 图 
{spanning subgraph) . 

设 v. V,RE v,Z@,D V, 为 顶点 ,以 两 端点 均 在 Vi 中 的 
全 体 边 为 边 集 的 G ЮТ, У) У, 的 导出 子 图 (induced sub- 
graph} , 记 作 G[ V, ]. 

设 E,SE,E E, Zø, W E, 为 边 集 , 以 Е, 中 的 边关 联 的 全 
部 顶点 为 顶点 集 的 G 的 子 图 , 称 为 E 的 导出 子 图 , 记 作 GIE]. 

特别 , 若 VICYV, 且 VA, WA G- V 表示 从 G НИЖ 
V, 内 的 所 有 点 以 及 与 这 些 顶 点 相关 联 的 边 所 得 到 的 子 图 .车 V 
=} ЕС іо Е С о. 类似 地 , 设 E CE, Н E, Z 
@,G-— E, 表示 在 G ИЖЕ, 中 斯 有 边 所 得 的 子 图 .同样 ,G — 
lel 简 记 为 G 一 e. 

定义 2 设 G={《V,E) 是 xn 阶 无 向 简单 图 .以 V 为 顶点 集 ， 
以 所 有 能 使 G 成 为 完全 图 K, 的 添加 边 组 成 的 集合 为 边 集 的 图 ， 
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称 为 G 相对 于 完全 图 K, 的 补 图 ,简称 G 的 补 图 (complement 
graph) , 记 作 С. 
例如 ,图 1-6(b) 所 示 的 图 为 图 1-6(a) 所 示 的 图 的 补 图 . 


(a) G (b) G 
图 1-6 

定义 3 ИС. A G, 都 是 图 G 的 子 图 . 

С, 和 G, (ошоп) Е G, UG, : H G, 和 G, 中 所 有 
边 组 成 的 图 . 

С. fll G, #3 (сар) , 记 作 Gi 门 G;: 仅 由 G, 和 G, 的 公共 边 
组 成 的 图 . 

С, Ж G; 3 ( difference) , 记 作 G, 一 G, : B G, 中 去 掉 
G; 中 的 边 组 成 的 图 . 

G, 和 G, KIRF (ring sum) , 记 作 GOG: # G, A G 的 
并 中 去 掉 G, 和 С, 的 交 所 得 到 的 图 , 即 

GDG =(G UG: )-(GNG:)=(6 - G,)U(G,-G,) 

例如 , 设 G 和 G, 为 图 1-7 所 示 ,它们 的 并 交差. 环 和 分 别 
如 图 1-8 所 示 . 

定义 4 É G, 和 GG; 是 任 两 个 无 向 图 ,G; 和 G, 的 笛 卡 儿 积 
(Cartesian products) 为 图 G= G, x G, ,其 中 图 G #E:V(G)= 
V(G,)x V(G,); G 中 的 两 个 顶点 4a ,5) 和 (c,d) 是 邻接 的 当 且 
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BOoMa=c Hib, d| EE(GIRE b= d Bla,c1€ E(G.). 


4 4 3 
22] e, 
Bs 
еь 
6% €n 
2 1 = 2 
Gi - G2 С.Ф G 
1-8 


例如 ,图 1-9 所 示 分 别 为 图 Gi ,G2 ‚С, х G;. 
通过 图 的 笛 卡 儿 积 运算 ,可 归纳 地 定义 一 个 重要 的 图 类 一 一 
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n FNIKQ.(n221). 4 n=1,Q, = Ki; 当 n>1,Q,= Q,- x 
KK;. 例 如 ,图 1-10 ARAE Q, ,Q.., Q. ,Q.. 


n O 
| 

= 

^ 

~ 

R. 

V 
~] 


G G 

图 1-9 

n 立方 体 Q, 也 可 以 看 作 是 用 项 点 表示 27 个 长 度 为 2 МИЙ 
的 图 . 两 个 项 点 相 邻 , 当 且 仅 当 它们 所 表示 的 位 串 恰恰 差 一 位 . 


第 四 节 ”路 与 连通 图 


定义 1 itu 和 w ДЕ ЖЕ С 的 顶点 ,图 G 的 一 条 xz о 链 
(chain 或 walk) 是 有 限 的 顶点 和 边 交 替 序 列 uge, ujer uni Enta 
(и = uo v= us,) ,其 中 与 边 efl 魏 ;i 委 2) 相 邻 的 两 顶点 <. и, 
正好 是 。 的 两 个 端点 , SK n( 链 中 出 现 的 边 数 ) 称 为 链 的 长 度 
(length). u (uo) 1 oC u, ) 称 为 链 的 端点 {end-vertices) ,其 余 的 顶 
点 称 为 链 的 内 部 点 {internal vertices) .一 条 4 一 v 链 , 当 изо 时 ， 
称 它 为 开 的 ,否则 称 为 闭 的 . 边 互 不 同 的 链 称 为 迹 (trail}) ,内 部 点 
互 不 同 的 链 称 为 路 (path) . 

注释 1 (1) 在 一 条 和 链 中 ,顶点 和 边 可 以 重复 . 

(DE G 是 简单 图 ,G 中 的 链 woelaie и„-уе„и„ 还 可 用 结 
点 序列 uoti u, Ж. 
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<0,0,0> <0,1,0> 
k СУ 


pa 


0.010> == 


<1,0,1,0> Ó 


апо _——д%т © <1,1,1,1> 


Q 


图 1-10 

(3) 不 售 边 ( 靶 长 度 为 0) 的 链 称 为 平凡 链 . 

(4) 设 WW 是 有 向 图 记 中 wu 一 v 链 ( 迹 , 路 ), 指 定 W 的 方向 从 
и 到 v. 若 W 中 所 有 边 的 方向 与 此 方向 一 致 , 则 称 W р НА и 
到 vv 的 有 向 链 { 迹 .路 ). 

下 面 给 出 图 1-11 所 示 图 G 的 链 ( 迹 ,路 ). 

ZX1 zs ##:хүел›евхвеу 2503146356623 

21-Х RETETELE IET TES 

11 Хз Ўй: Eeg rye8 E583 L4 e, Т» 


有 向 ЖТ УЗ Ф : ле Zse,ZsesTiÍe4ra es Жэ 
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图 1-11 


有 向 £ 73 EF: ліе, 52:656603 


有 向 zi ху Hirie tset 

定义 2 两 端点 相同 的 迹 ( 即 闭 迹 ) 称 为 回 {cireuit). 两 端点 相 
同 的 路 ( 即 闭路 ) 称 为 圈 (cyele] 或 回路 {eirenit]. Б у К. ЗР, 
偶数 的 回 (图 ) 分 别称 为 K A (odd), fÑ (even) E0). A А2 
(闭路 ) 称 为 有 向 回 ( 有 向 图 ). 

定理 1 若 简单 图 G 中 每 个 顶点 的 度数 至 少 是 二 (之 2) ,出 
G 中 必然 含有 一 个 长 度 至 少 是 +1 И. 

证 了 明 ЛЕС 的 所 有 路 中 , 取 一 条 长 度 最 长 的 路 p, 记 p= 
vuu- D, о 的 所 有 邻接 点 全 在 p 中 ,由 于 dlu) 22622 
2, 所 以 vo 至 少 有 天 个 邻接 点 , 设 所 有 邻接 点 为 v ооо 1 
<i <;, <: LEL EP s= (оо) 22222,00 

c= туше; то 就 是 G 的 一 个 长 为 i.+1 的 圈 , 显 然 i.+1 
=E +1. 

对 于 有 向 图 ,类 似 地 可 以 证 明 . 

定理 2 设 简 单 图 G 中 每 个 项 点 的 度数 至 少 是 3, 则 G 含有 
BE. 

ЇЕ 设 记 = u тоет, ЖС 的 一 条 最 长 路 , 则 oo 的 所 有 邻 
接点 全 在 p 内 . 设 vo 的 全 部 邻接 点 为 v u onov UKAS i 
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<. <i <i ДФ s= 4(%)23,4E G 中 取 三 个 国 


Ci = 00017770 Vo 


С) = Vo 01 Vi 00 
Су Vg J, Ui +1 U; Vo 
它们 的 长 度 分 别 为 i +1,i, +1 和 i, 一 is+2. 这 三 个 数 中 至 少 有 
一 个 是 偶数 . 即 c ,cz 和 cs 中 至 少 有 一 个 是 偶 圈 . 
定义 3 给 定 无 向 图 G=(《Y(G),E(G),.p(0G)),zyyE 
V(G), 若 图 G 中 存在 连接 zx Ay 的 路 , 称 结 点 x ЖП у 是 连通 的 
{ connected). 规定 x 到 自身 总 是 连通 的 . 
容易 验证 , 结 点 集 VLG) 上 的 顶点 间 的 连通 关系 是 VY(G) 上 
的 等 价 关系 ,该 等 价 关 系 确定 V(G) 的 一 个 划分 | VV,…， 
Va ,使 得 当 且 仅 当 两 个 顶点 x My 属于 同一 子 集 Vi 时 ,zx My 
才 是 连通 的 . У, EG 中 的 导出 子 图 G[ VV],G[ Vy],…,G[ V. ] 
称 为 G 的 连通 分 支 或 分 支 {component) , m 称 为 G 的 连通 分 支 数 
(number of components) , 记 作 W(G)= m. 
例如 ,图 1-12 所 示 图 G 有 4 个 连通 分 支 . 


ОА 


Ё 1-12 
定义 4 如 果 无 向 图 G 中 每 一 对 不 同 的 顶点 z 和 y 都 有 一 条 
Ж ОШ W (G) = 1), ДІЯ G 是 连通 图 (eonnected digraph ог 
graph) ,反之 称 为 非 连通 图 (diseommected graph). 


16. 


Wë V, 和 V, 是 V(G) 的 两 个 不 相交 的 子 集 , 记 

[Vi, V,]=lel|e€ E(G),e 的 两 个 端点 分 别 在 V 和 V, 
中 1, 显然 有 下 面 的 结论 成 立 . 

引 理 1 非 平 凡 图 G 蚌 连 通 图 当 且 仅 当 对 V(G) 的 每 一 个 非 
空 真子 集 S,[S,S]#@(S= v-S). 

ЖЕЗ 设 G 是 P 阶 连通 图 , 则 |E(G)| 之 P 一 1. 

证 明 ”只 需 考虑 连通 的 简单 图 即 可 . 

É € V(G),# С 至 少 有 两 个 顶点 , 则 令 V = о, 851 
理 1 知 [ Vi, 150,5 a CLV, У], ЖЮН е = о, v1. 
ЊК У, = {21,01,27 V, 是 V(G) 的 真子 集 , 则 存在 ElV, 
Vil iE о, 为 e, Ж У, 中 的 一 个 端点 ,再 取 VW; 二 1vw ,va ,v31, 若 
V;=V(G), 结 论 已 成 立 , 否 则 与 上 一 样 可 取 到 一 条 边 e; ELV, 
Vi] ,继续 这 -- 过 程 , 便 可 找 出 G 中 的 已 - 1 ЖЛ. 

下 面 讨论 连通 图 与 顶点 之 间 的 若干 关系 .我 们 把 度数 为 1 的 
MARIREA. 

定理 4 设 连通 图 G 至 少 有 两 个 顶点 ,其 边 数 小 于 顶点 数 ， 
则 此 图 至 少 有 一 个 悬挂 点 . 

ШЕ i G 是 满足 定理 条 件 的 P 阶 图 ,显然 G 不 含 孤立 顶 
点 .假设 G 没有 晤 挂 点 , 则 对 每 一 个 顶点 v,d(v) 守 2, 于 是 有 
21Е(6)1= 21, d(vw) 之 2P, 这 与 1E{G)1<P 韦 盾 . 故 G 中 至 
少 有 一 个 最 挂 点 . 

定理 5 HARE G 的 顶点 序列 为 v, ,vi,…,v, ,度数 依次 
是 dlv Sdin) ae Sd o). MRE Sp- A(G)— 
1,Ж dlu YEj W G 是 连通 图 . | 

Ш ”和 假设 G 是 非 连通 图 , 令 G 是 G FA о, 的 一 个 连 
WH, V(G1)|=&, 而 G, Ж G Rë о, 的 连通 分 支 , 则 С, 至 
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АЖ 4(0,) +1=4(6) +1 МЖ, А. 
|V(G )| + | V(G,)|<P 
= | У(С,)1=Р- V(G,)S%P- A(G)-1 
则 由 已 知 dlu >k FE 
V(G,)= 1% ‚© оо hiini 
则 ШЕЛ 22а (1, )22 ,因而 
IV(G) 1246, ) +126 +1 


这 与 1V(G1)| =k WFE MI G 是 连通 的 .证 毕 
由 此 定理 可 得 以 下 推论 . 


推论 1 设 G 是 P 阶 简单 图 ,每 个 顶点 的 度 至 少 是 [也 ], 则 


G 是 连通 图 ([z] 表 示 不 超过 r 的 最 大 整数 ). 

定义 5 设 D=《V(D),E(D),w(DD)) 是 有 向 图 ,xz,y€ 
V(D), 着 图 D 中 存在 x 到 y 的 有 向 路 , 称 结 点 x 可 达 结 点 y. 规 
E x 到 自身 总 是 可 达 的 . 

可 达 性 是 有 向 图 D 结 点 集 V(D) 上 的 二 元 关系 , 它 具 有 自 反 
性 和 传递 性 ,未 必 具 有 对 称 性 . 

定义 6 设 DD 是 有 向 图 ,任何 一 对 结 点 间 , 和 至 少 有 一 个 结 点 
可 达 另 一 个 结 点 , 则 称 这 个 有 向 图 是 单 例 连 通 的 (unilateral con- 
nected). 如 果 有 向 图 D 的 任何 一 对 结 点 间 是 相互 可 达 的 , 则 称 这 
个 有 向 图 是 强 连 通 的 (strongly connected) , 若 有 向 图 D 的 基础 图 
是 连通 图 , 则 称 有 疝 图 是 弱 连 通 的 {weakly connected). 

设 D=《V(D),E(D),g(D)) 是 有 向 图 ,结果 点 集 V(D) 上 
的 顶点 间 的 强 连 通关 系 显然 也 是 等 价 关 系 , 它 确定 V(D) 的 一 个 
划分 {Vi ,V2，… ,Vs 上 ,使 得 当 且 仅 当 两 个 结 点 z 和 y 属于 同一 
ЛУ, В, Жу 强 连 通 ( 即 x Жу 相互 可 达 ). 我 们 称 V; # D h 
的 导出 子 图 DIEV.] 为 D 的 强 连 通 分 支 或 强 分 图 .DD 的 强 连通 分 
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ЖЕСЕЎ (р) = m. WA 1-13 (а) р, W(D)=3, HIRE 
通 分 支 如 图 1-13 中 的 (b) 所 示 . 车 (0) = 1, 则 称 DD 为 强 连 通 
图 ,否则 称 为 非 强 连通 图 . 


(b) Æ 的 强 连 通 分 支 


图 1-13 

显然 ,对 于 有 向 图 D, # D 是 强 连通 的 , 则 D 必 是 单 侧 连 通 
HAA G 是 单 侧 连通 的 , 则 必 是 弱 连 通 . 这 两 个 命题 ,其 道 不 
Ë. 

设 刀 是 有 向 图 ,r,yE V(D),D 中 所 有 从 x 到 y 的 有 向 路 的 
最 小 长 度 称 为 从 r 到 y WEB (distance), iE d(xz,y). 若 x 不 
可 达 y, 则 约定 d(x,y)= оо. ЕРЕКЕ РВЕ: (1) (=, у) 
2>0,(2)4(х.,х)=0,(3)4(х,у) +4(у, х)224(х,х). A ЭШ 
的 概念 同样 适用 于 无 向 图 .比如 , 设 с, у 为 无 向 图 G 的 任 两 个 顶 
点 ;G 中 所 有 从 xz 到 y 的 路 的 最 小 长 度 称 为 顶点 z 与 y 的 距离 , 记 
ФЕа(х, у) 8 d (y, z). Жж G 中 不 存在 x 到 y 的 路 , 则 同样 有 
4(х,у) = о. Я, Е Рр = тахі4(х, у) Ух, уЄУ(С)| 
称 为 图 С 的 直径 (diameter) . 
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第 五 节 连通 度 和 二 分 图 


定义 1 如 果 在 图 G 中 删 去 一 个 结 点 zx 后 ,图 G 的 连通 分 支 
数 增加 , 即 W{G 一 xz)>W(G), 则 称 结 点 + 为 G 的 割 点 {eut ver- 
tex). 如果 在 图 G 中 删 去 一 条 边 e 后 ,图 G 的 连通 分 支 数 增加 , 即 
W(G 一 e)>W(G), 则 称 边 e 为 G ЙОЛ (cut edge) 或 桥 ， 

定义 2 没有 割 点 的 非 平凡 连通 图 称 为 块 (block).G 中 不 含 
割 点 的 极 大 连通 子 图 称 为 图 G 的 块 . 

例如 ,图 1-14 所 示 为 图 G ЖС 的 五 个 块 B, ,8B,,8;,,B,,B;. 


B: 


图 1-14 
定义 3 WRH G 的 顶点 集 的 一 个 真子 集 全 满足 G 一 工 不 
连通 或 是 平 几 图 , 则 称 工 为 G 的 一 个 点 割 (vertex cut), 如果 图 G 
的 边 集 的 一 个 真子 集 S WWE G - S 不 连通 或 是 平凡 图 , 则 称 S 为 
G 的 一 个 边 割 (edge cut). 
定义 4 САШИ, КОС) = мат | T E G 的 点 


割 } 为 G 的 点 连通 度 {vertex connectivity} 或 连通 度 ; 称 X (G) = 
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mini|S| | S ЕС 的 边 割 为 G 的 边 连通 度 {edge connectivity). 


定理 1 对 一 个 图 CG, 有 天 (G) 委 141G) 委 和 0G) .其 中 IC) 
是 图 G 的 最 小 项 点 度 . 

ШЕВ #С 不 连通 , 则 K(G)=4(G)=0, 故 上 式 成 立 .车 
连通 ， 

(DAE А(С)=8(С) 

Ú + ЖС 中 度数 最 小 的 顶点 , 即 4(x)=6(G). 设 所 有 与 x 
关联 的 边 集 为 S(z), 显 然 + 是 图 G 一 Stz) 的 一 个 孤立 点 .于 是 
А(Сб)<|8(ху)| =5(G). 

(2) 再 证 К(С)<А(С) 

当 X(G)=1 时 ,显然 K(G)=1. 

假设 对 所 有 4(G)= п(п22) Е С, К(С)<А(С). © 
设 A(H}=n+1,S АН 5, E| S| == +1. 0 e = 
fuv ES, HIA(G-e)= xn, k HIRE Н, K(G - )<A(G- 
e)=n,3Fi& T EG 一 e А, НТІ K(G 一 e). 而 此 时 
ТОЖЕ НЯ, В K(H)<| ТИ | 所 n+1= 
ACH). HIRERE, K GSA CG). ВЕ 

如 图 1-15 所 示 图 G 满足:K(G)=2,4(G)=3,8(G)=4. 


Ё 1-15 
定义 5 如 果 无 向 图 GHEHE К (С) >®л(я 2>1), ЖЕ G 
En 连通 的 或 上 nrn 连通 图 . 若 4(G) 之 n(n > 1), RE G En 
‚21. 


边 连 通 的 或 G 为 n 边 连 通 图 . 

定理 2 HE G En 连通 的 ,YY rEV(G), 则 deg(z) 之 2 

ШЕ 假设 G 有 一 个 顶点 y, 且 degty)=n 一 1, 即 y 与 x 一 1 
条 边关 联 . 设 与 у 关联 的 n 一 1 个 顶点 构成 的 集合 为 S, 显 然 S 是 
G 的 一 个 点 割 .因而 K(G) 志 |S|=n 一 1. 这 与 K(G) 之 n FTA. 

定理 3 Ж С 是 2 边 连通 图 , 则 G 有 强 连通 的 定向 图 ， 

证 明 设 G 是 2 边 连 通 图 , 则 G 必 含 有 圈 . 先 取 一 个 圈 С, 
我 们 归纳 地 定义 G 的 连通 子 图 序列 G,,G;,… 如 下 :GG = С; 
G(i=1,2,…) 不 是 С 的 生成 子 图 , 设 о, 是 在 G 中 而 不 在 G; 中 
的 一 个 顶点 , 则 存在 从 о, B] G, 的 边 不 重 路 P f Q, ,定义 

С... = G, Ú P, U Q, 

由 于 | Y(G )[>| V(G,)[| 这 个 序列 必然 终止 于 G 的 一 个 
生成 子 图 G,. 

现 依次 给 每 个 G, 定向 ;首先 让 G, 的 定向 图 G, 成 为 一 个 有 
向 图; 对 G. = С, ЈР, UQ WE ЖЕ ШЕ С, ЕР, EHU v 
为 起 点 的 有 向 路 ,而 Q RAU o, 为 终点 的 有 向 路 ,得 G ЖЮ. 
i 是 强 连通 有 向 图 ,i 二 1,2,…, nn. 因 此 最 后 的 С, 是 强 连通 有 
向 图 .由 于 G, 是 G 的 生成 子 图 ,所 以 G 有 强 连 通 的 定向 图 . 

显然 ,一 个 图 G 有 强 连通 的 定向 图 的 必要 条 件 是 G 为 2 边 通 
的 .否则 G 中 有 割 边 , 这 与 G 有 强 连 通 的 定向 图 矛盾 .证 毕 

E G 是 表示 城市 街道 系统 的 图 , 顶点 表示 交叉 路 口 .如 果 图 
人 是 连通 的 , 则 可 从 城市 的 任何 一 点 到 其 他 任意 一 点 .我们 能 和 否 
把 街道 变 成 单行 道路 系统 ,使 从 城市 中 的 任何 点 仍 有 可 能 沿 规定 
单行 方向 到 达 任 意 其 他 点 ,以 达到 城市 交通 的 畅通 ,这 实际 上 就 是 
关于 图 的 定向 问题 . 

下 面 ,我 们 来 介绍 二 分 图 的 概念 . 

定义 6 车 把 简单 图 G 的 顶点 集合 分 成 两 个 不 相交 的 非 空 
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集合 V1 У, ,使 得 图 G 中 的 每 一 条 边 , 与 其 关联 的 两 个 结 点 分 别 
在 V, 中 和 V, 中 (因此 G 里 没有 边 是 连接 V, 中 的 两 个 顶点 或 
v, 里 的 两 个 项 点), 则 G 称 为 偶 图 或 二 分 图 (bipartite graph) , 记 
#EG=(V,, V1 E) JEP V, 和 V, 叫做 G 的 二 划分 .对 于 二 分 
G=(V,, Va E), Æ| V,|=m,| V,| =n, ВЛАЕ 
一 条 边 , 当 且 仅 当 一 个 顶点 属于 V, 而 另 一 个 顶点 属于 У, 
该 图 为 结 点 m 和 = 的 完全 偶 图 或 完全 二 分 图 (complete bipartite 
graph) ЕК... 

如 图 1-16 AR, G, 和 G, 都 是 二 分 图 , 且 G 2G. 1-17 
显示 完全 侦 图 K. ‚Куз 3 K, | K Kae. 


1 6 
1 2 
5 3 4 
2 
5 6 
4 
3 G G: 


Æ 1-16 
例 1 试 说 明 = 立方 体 Q, 是 二 分 图 . 
证 明 ”为 方便 , 记 V(Q,)= lz z, xr |z, E }0,1[,2=1,2, 
-ni H Q, 的 定义 知名 ,为 简单 图 .而 且 , 若 r5 rrr, y= 


yuy, € VQ, Azyl EEDS У 1а. – y; | = 10 


AF564525 w). 

AX, YCV(Q J ШЕ X= za |x trte + r, 
0(той2) |, Y = {ууз Ya у + y2 t + у, 221 (mod2)]. В X 
UY=V(Q XN Y =Ø. MH, HAE z= xrrr ax, Mr = 
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z ror € X flr r (EEQ) Н > |2, = 2; 1= 1, 81 
有 |(z tartte) lr ta, tea ) |=1, 这 与 x ,zx € X 


矛盾 ,所 以 和 中 任何 两 顶点 之 间 无 边 相连 . 同 理 可 证 Y 中 任何 两 
顶点 之 间 也 无 边 相 连 . 因此 Q, 是 二 分 图 . 


图 1-17 

如 图 1-18 显示 О, 的 两 个 图 形 表 示 、 

定理 4 EFAN G 是 二 分 图 当 且 仅 当 G 中 不 含有 长 为 奇 
АЈ. 

ШЕЯ (=) G 是 一 个 二 分 图 ,G 的 二 划分 为 Vi 和 V, , 则 
GLV JA G V VAFA. E cS vu vro vuv 是 G 中 长 度 为 & 的 
Г, РНЕ А 为 偶数 . 

FAR o € V, HT u, 5 v 相 邻 , 故 o, EV AER v 
E Viu E u; WWR, A о € Vi,. 一 般 说 来 ml ,va ust EV], 
Vta 9 E V, AAA u Є V.,Mllo r, | ЄЕС), Ж z, 
€ V;, 即 得 2 为 偶数 . 

(МКИ G 中 每 一 对 点 之 闻 有 路 连接 (否则 只 备考 虚 G 
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1-18 
的 每 个 每 一 对 点 之 间 有 路 连接 的 极 大 子 图 ). 任 取 G 的 -一 个 顶点 
“由 G 的 假设 ,对 G 的 每 个 顶点 w, 在 G PEE u 一 v 路 . 现 利 用 


и 对 G 的 顶点 进行 分 类 . 设 
у= 116 VG), G 中 存在 一 条 长 为 偶数 的 wx -v 路 | 


У, = {vlvEV(G),G 中 存在 一 条 长 为 奇数 的 ww 一 v 路 | 
ШК, иЄ Vi .由 于 图 G 中 不 存在 长 度 为 奇数 的 图 ,所 以 对 任 
一 个 点 u, G 中 所 有 从 u Bjo 的 路 的 长 度 都 有 相同 的 奇偶 性 ,因而 
VNV: = 0.9 G 81, V, ЦУ, = V(G). 现 对 G 的 每 一 条 
边 e= иу, и)! ;车 иу, и» 都 在 V, 上 , 则 存在 两 条 路 Р, 与 P. 分 
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ЕВ u 与 xz 和 u Bu, E Р, Р, 的 长 度 均 为 偶数 , 闭 链 P, U 
已 jei 的 长 度 为 奇数 , 则 不 难看 出 G 中 有 一 条 长 为 奇数 的 图 ， 
矛盾 .同样 a, 和 u, 不 能 同时 含 在 V, 中 . 故 e 的 两 个 端点 分 别 在 
Vi 和 V, 中 .因此 G 是 二 分 图 .证 毕 

由 定理 3 可 知 图 1-19(a) 所 示 的 图 不 是 二 分 图 ,因为 它 包含 
一 个 长 为 3 的 图 c = vvsvwsv. 图 1-19(b) 所 示 的 图 是 一 个 二 分 
图 , 它 不 含 长 为 奇数 的 圈 . 


图 1-19 
第 六 节 图 的 矩阵 表示 


我 们 知道 图 的 数学 抽象 是 三 元 组 ,还 知道 形象 直观 的 图 的 图 
形 表示 . 为 便于 计算 ,特别 为 便于 用 计算 机 处 理 图 ,下 面 介绍 图 的 
第 三 种 表示 方法 一 一 图 的 矩阵 表示 ， 


一 、 邻 接 矩 阵 ({adjaceney matrix) 


设 G=《V,EE,9) 是 任意 图 ,其 中 V=|zi t z l, E = 
[егез "s €n l M H 阶 方 阵 A = (az ) 称 为 G 的 邻接 矩阵 . 其 中 
а, МАС 中 以 zz; АНИ т, 为 终点 的 边 的 数 自 . 
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例 1 给 出 图 1-20 所 示 的 图 G, G 和 С, 的 邻接 矩阵 . 
a b 


аз 


Ё 1-20 


解 EG ИАЛ a,b,c,d 的 邻接 矩阵 是 


= 
— 
[жч 

1 


= = р 


0 
1 
1 


@ = = 


图 G, 的 顶点 顺序 为 e,b,c,d 的 邻接 矩阵 是 


с = — W 
N 


gp un e 


图 С, 的 顶点 顺序 为 


КЫ 
` 
kg] 
` 


© © © ü онно А, © = = 
= 


= > N 
= су 


100 1 

由 定义 知 ,无 向 图 的 邻接 矩阵 是 对 称 矩 阵 , i+ IJ ER ЗНН 

阵 未 必 是 对 称 和 矩阵 . 对 于 简单 无 向 图 G=《V,E), 其 中 | V| =s, 
则 G APEERE п 阶 0 一 1 矩阵 ,车 此 时 图 里 的 边 相 对 少 
时 ,邻接 矩阵 是 稀 瑚 矩阵 , 即 只 有 很 少 的 非 0 项 的 矩阵 ,此 时 ,可 以 
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用 特殊 的 方法 来 表示 和 计算 这 样 的 矩阵 , 对 于 简单 有 向 图 D = 
《V ,EE), 结 点 的 邻接 关系 即 是 结 点 集 V 上 的 二 元 关系 尺 ,也 就 是 
说 ,图 D 的 图 形 表 示 即 为 R 的 关系 图 ,而 图 D 的 邻接 矩阵 即 为 R 
的 关系 矩阵 . 

定理 1 已 知 有 向 图 G=《V,E,g), 其 中 V=lzi, zs 
x, B A=(ay),x; 为 G 的 邻接 矩阵 , 则 А* 中 的 i 行 j 列 充 素 
aP REAG 中 从 二 到 xz) BKEK: 的 有 疝 链 的 数目 . 

证 明 名 =1 时 ,结论 显然 成 立 . 

假设 ACH 173 ат ОС 中 长 度 为 & 一 1 的 从 z 
到 zx 的 有 向 链 的 数目 . 由 于 A = AA, MARTE а 


= => а a, .由 于 G 中 每 条 从 zx; 到 zi 且 长 度 为 的 链 都 是 由 


长 度 为 -1 А z, ®|х,(1<<г=л ) 的 链 再 接 上 边 4z, ,zz;) 而 得 
到 . 故 由 归纳 假设 知 定理 得 证 . 

注释 1 该 定理 同样 适合 于 无 向 图 ,而 且 和 定理 中 的 链 不 能 政 
成 迹 或 者 路 . 

例 2 BAE G 如 图 1-21 所 示 . 


КА 
Xs 


їз 


图 1-21 
G 的 顶点 顺序 为 z， 22,13,24 ss ЈАВЕ ЕЭ 
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01000 
10100 
А=|0 1 0 0 0 
00001 
00010 

通过 矩阵 的 乘法 运算 得 
20200 
04000 
А*=|2 0 2 0 0 
00010 
00001 


由 上 述 矩 阵 可 知 , 从 >, 到 z, 有 四 条 长 度 为 4 的 有 向 链 . 

对 于 一 个 二 分 图 G= (Vi,V: ,下 来 说 ,我 们 可 以 用 一 个 阶 
数 比 邻接 拭 阵 更 小 的 矩阵 来 表示 . 设 V = [оо очо, | = 
уузу, ПЕ n X m ША = (а), ,其 中 a; 表示 т, 
与 y 之 间 连 接 的 边 数 . 

例 3 图 1-22(a) 所 示 的 二 分 图 所 对 应 的 6x5 ЕЕЕ A 为 

1 0 

0 
A= 1 
1 
I 
l 

反之 ,给 定 一 个 0- 1 矩阵 ,能 唯一 确定 一 个 简单 二 分 图 G = 
(Vis VE 例如 0-1 矩 阵 吕 对 应 一 个 二 分 图 G( 如 图 1-22(b) 
所 示 ;为 


= = > = 


1 
1 
1 
0 


m= “з Шо ке ке ш 


1 
1 
0 
0 
1 
1 
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1 1 1 
1010 
B= 
0 0 10 
1 1 0 1 
yi 
x yı 
y2 
£z y: 
3 
э 35 y 
а 2а 
ys 
(b) 
图 1-22 


推论 1 Æ GEP RARA, A G 的 邻接 矩阵 为 A = (а,), 

则 对 G 的 每 一 个 顶点 wv,i=1,2,…,p, 有 
200) =а?, ЖФ А?=(аФ) 

证 明 图 G 中 与 顶点 vw; 关联 的 边 数 等 于 从 vw о, 长 为 2 的 
链 数 目 , 故 由 定理 } 知 结论 成 立 . 

给 定 P 阶 图 G 的 邻接 矩阵 4 , 作 一 个 PREE: 

R=AtA t+Ar l=(r;),xa 

显然 ,六 就 是 C 中 连接 顶点 和 x 长 度 不 超过 P - 1 的 链 
(# G 是 有 向 图 , 则 是 从 z, 到 zz; 的 有 向 链 ) 的 数目 ,因而 可 以 利 
用 R 来 判断 一 个 图 的 连通 性 ， 

定理 2 已 知 P(Pz3) 阶 图 G 的 邻接 矩阵 为 A, 作 PP 阶 方 阵 
R=A+A +e + АРІ, ДА G 连通 的 充分 必要 条 件 为 RR 中 的 
每 个 元 素 都 不 等 于 零 . 

证 明 #А=(а„),А*=(а”!),Е=({(т,„) 


30. 


(=) G 是 连通 图 , 则 G 中 任意 两 个 不 同 的 顶点 z; Si >, 之 
间 有 一 条 路 连接 .车 记 这 条 路 的 长 度 为 ,显然 所 PP 一 1. 则 rj 之 
a 之 1. 而 对 于 任意 的 OSSP), A G 连通 , 且 P 实 3, 由 推论 
1 得 zx; 之 a = d(x,)>0, 所 以 R RARR. 
(=) т, Уз, ЖС 中 任意 两 个 不 同 的 顶点 .因为 к, = a; + 
aP +... + aP O0, Е САР - 1, 使 得 ae 所 天 0, 因 而 在 С 
中 有 一 条 长 为 k 的 链 连 接 zx 和 zx; ,从 而 zx; 与 x 之 间 有 一 条 路 . 即 
G 是 连通 图 . 


二 ,关联 矩阵 [incidence matrix) 


B D=(V,E, p) ЕНЕЙ, Н У= {ritt ES 
feirer, Enl ËR nX m MEREM = (т, АЕ Р 的 关联 矩 
阵 ,其 中 

-2 e 是 自 环 , 且 关 联 于 x, 

_J1 Жр х, 为 起 点 ,e; 不 是 自 环 
# |-1 在 口中 e 以 r 为 终点 ,e, 不 是 自 环 
0 e, 与 x 不 关联 

设 G=《V,E,w) 为 无 向 图 ,和 且 V= jziyza z. E= 
leiser, en ËR nx m MEREM = (m, ) 为 无 向 图 G 的 关联 给 
PF, HF 


т 


1 е 关联 re 不 是 自 环 

0 е 不 关联 

例 4 给 出 图 1-23 所 示 图 G 和 和 图 DD 的 关联 矩阵 . 
解 G 的 关联 和 矩阵 为 


m; = 


f е; 关联 于 xi ye 是 自 环 
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个 1 


el ёз ёзу е4 е5 ё, ёт ез 


211211090000 
22101110110 
23100011000 
х,0 0000012 
х; 00001100 


D 
1-23 

D 的 关联 矩阵 为 

е е е3 е4 е ев е7 ев Eg 
х1[-2 -1 1 0 0 0 0 0 0! 
23; 0 1 -1 1 0 0 0 0 0 
ху) 0 0 0 0 1 1 0 0 0 
z4| 0 0 0 0 0 0 -1 -1 -1 
25 | 0 0 D -1 -1 0 1 1 
0б 0 0 0 0 -1 1 0 0 


从 关联 和 矩阵 可 以 看 出 无 向 图 的 一 些 性 质 : 
(1) 因为 每 条 边关 联 两 个 顶点 ,所 以 关联 矩阵 的 每 一 列 只 有 两 


(2) 关 联 矩 阵 的 每 一 行 中 元 素 之 和 为 对 应 顶点 的 度 . 
《3) 若 某 行 中 元 素 全 为 0, 则 对 应 的 顶点 为 孤立 点 ， 
(4) 重 边 所 对 应 的 列 完全 相同 . 
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关于 有 向 图 的 一 些 性 质 可 类 似 地 推出 . 
=. Ё (accessible matrix) 


设 G=《V,E) 是 无 重 边 有 向 图 ,其 中 VS lrir stai 
称 z x 阶 和 矩阵 已 = (P, ) 为 G 的 可 达 和 矩阵 ,其 中 
-| 从 >, 到 xz; 至 少 有 一 条 有 向 链 
10 A x, 到 z 没有 有 向 链 
例 5 无 重 边 有 向 图 С={4У,Е),Ш 1-24 所 示 , 其 预 点 顺 
FEH v1 ,v2 Ua, va, vs АКВ Р 为 : 
0 0 


0 0 
1 0 
1 9 
1 O 
1 1 


图 1-24 
一 般 地 讲 ,可 由 图 G 的 邻接 矩阵 A 得 到 可 达 年 阵 己 , 即 令 R 
SA+tA +- +A EA RR 中 将 不 为 零 的 元 素 均 改换 为 1 ,而 为 
零 的 元 素 不 变 ,这 个 改换 所 得 的 矩阵 妈 为 可 达 盾 阵 Р. 
例 6 对 图 1-24 所 示 的 无 重 边 有 向 图 G = (У, Е), Н 
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阵 ( 顶 点 顺序 为 Uis 02.03, 043705 )А 为 


1 0 O 1 


G ос G & —- S < = =< H 
© SG © = б = = н о ч 
© O чч © mm — w © © = 
© ч © = = © о = — © 
eee осоо оо а 
l! lf 
m ш, 
ч < 
гг aa 
= © < < Н о осо c б 4 
&e — = © = < с = ч = 
© © o ч б (б ©з =ч = 
2 © © с сю © © = © 
II lI 
сч = 
ч ч 


A+A +A +A +A 


ЖЕ 


0223 5 


© © — о м 
© — чч m m 
о о ч ч о ч = 
© о ч чоч ч 


= — > о © 


可 得 G 的 可 达 和 矩阵 P = 


上 述 计算 可 述 矩 阵 的 方法 还 是 比较 复杂 , 男 为 可 达 和 矩阵 是 0 
-1 和 矩阵 {布尔 矩阵) ,由 于 在 可 达 和 矩阵 卫 中 ,只 关心 结 点 x, 到 万 
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是 否 有 有 向 链 ,至 于 有 向 链 的 长 度 与 有 几 条 有 向 链 是 不 被 关注 的 ， 
因此 ,我 们 将 矩阵 А, A?,…,A” 分 别 改 为 布尔 矩阵 4 ,A2 ， 
L Al WAER Р= AU VA V... V A) 其 中 省 由 表示 


在 布尔 运算 意义 下 A 的 & 次 方 . 
例 7 已 知 图 1-24 所 示 图 G 的 分 接 和 矩阵 A， 
0000000000 0 00 0 о 
ооо 10jo о0о 1 0| оо 100 
А®=|0 1 0 0 0||0 100 0 0|/=|0 0 0 1 0 
оотоооотоо 01000 
0100 0 1 0 O 0011 
0000000000 (О о о 0 A 
0010000101 101 10 [0 10 00 
A= 0 0 0 1 0|0 10 0 0 = 0 1 00 
0100010 0 00) 00010 
000 1 110 100 1 011 1| 
同 理 可 得 
00000 0 0 0 00 
00010 HH 
А=10 1 0 0 0 А®=|0 0 0 1 0 
0 о 1 0 0 01000 
0 1011 0111 
00000 
01110 
Am Р=А УА? УДА? уд#Фүд®— |0 1110 
01110 
01111 


无 重 边 有 向 图 G =《Y ,已 7 的 邻接 矩阵 是 结 点 集 V 上 的 二 元 
KAR 的 关系 矩阵 , 则 可 达 和 矩阵 了 P УР 的 传递 闭 包 :及 ) 的 关 
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ЖИЕ, Wit, TH Warshall 算法 求 可 达 和 矩阵 Р. 
J ж 一 


І. 在 平面 上 有 nn 个 点 S$S= | zz yz 其 中 任 两 个 点 之 
间 的 距离 至 少 是 1. 证明 在 这 x 个 点 中 ,距离 为 1 的 点 对 数 不 超 过 
3n. 

2. 在 某 次 会 议 中 有 n 人 参加 ,其 中 有 些 人 互相 认识 ,但 每 两 
个 互相 认识 的 人 ,都 没有 共同 的 熟人 ,每 两 个 互 不 认识 的 人 都 恰好 
有 两 个 共同 的 熟人 .证 明 每 一 个 参加 者 都 有 同样 数目 的 锅 人 . 

3. 证 骨 每 个 碳 氢 化 合 物 的 分 子 所 含 的 氢 原 子 数 是 偶数 . 

4. 在 一 次 围棋 盾 台 赛 中 ,双方 各 出 n 名 选手 . 比赛 的 规则 是 
双方 先 各 自 排 定 一 个 次 序 , 设 甲 方 排 定 的 次 序 为 zl zzz 
乙方 排 定 的 次 序 为 yoyoy a 与 yn 先 比 赛 , 胜 的 一 位 与 对 
方 输 的 下 一 位 选手 比赛 . 按 这 种 方法 进行 比赛 ,直到 有 一 方 的 最 后 
一 位 选手 出 场 比赛 并 且 输 给 对 方 ,比赛 就 结束 . 问 最 多 进行 几 场 比 
赛 可 定 其 胜 负 (假定 比赛 不 出 现 平 局 ). 

5. 在 一 个 化 学 实验 室 里 ,有 x 个 药 箱 ,其 中 每 两 个 不 同 的 药 
箱 怡 有 一 种 相同 的 化 学 品 ,而 且 每 种 化 学 品 怡 好 在 两 个 药 箱 中 出 
现 , 问 : 

(1 每 个 药 箱 有 几 种 化 学 品 ? 

(2) 这 п 个 药 箱 中 共有 几 种 不 同 的 化 学 品 ? 

6. 在 一 次 舞会 中 ,A 、B 两 国 留 学 生 各 n(n >2) 人 ,A 国 每 个 
学 生 都 与 B E-E RERA AE. B 国 每 个 学 生 至 少 与 
А 国 一 个 学 生 跳 过 舞 , 证 明 一 定 可 以 找到 A 国 两 个 学 生 a, ,as 及 
BAKTE b ‚б, ,使 得 ea M b,a, ЖЬ, Е, Па, Mb, 
az M b, ЕВЕ. 
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7.( 过 河 问 题 ) 一 个 氛 渡 人 ,要 把 一 条 狼 一 只 羊 和 一 捆 草 从 河 
西 运 到 河东 去 ,由 于 船 太 小 ,只 摆渡 人 之 外 ,一 次 只 能 运 一 个 “ 乘 
客 ”. 显 然 ,摆渡 人 不 能 让 狼 和 羊 单独 留 在 岸 边 ,也 不 能 证 羊 和 草 单 
独 留 在 岸 边 . 问 摆渡 人 怎样 才能 把 它们 运 到 河东 去 ? 

8. 在 n x n 的 棋盘 上 , 填 上 1 一 mn 的 所 有 自然 数 . 证 明 总 能 
找到 相 邻 的 两 个 方 格 ( 具 有 公共 边 的 两 个 方 格 称 为 是 相 邻 的 ), 里 


面 所 填 的 两 数 之 差 不 小 于 ”+1( |z| 表 示 不 小 于 z 的 最 小 整 
数 ) 


9. 任意 给 定 (n + 1)? 项 的 递增 的 自然 数列 . 则 下 面 的 结论 中 
必 有 一 条 是 成 立 的 . 

(1) 存 在 n +3 项 的 子 列 ,使 任 一 项 能 整除 此 子 列 中 它 后 面 的 
每 一 项 ; 

(2) 存 在 п +1 项 的 子 列 , 使 此 子 列 中 任 一 项 不 能 整除 它 后 面 
的 任何 一 项 . 

10. 用 一 些 圆 面 覆盖 平面 上 取 定 的 2я 个 点 . 试 证 : 若 每 个 贺 
ШР п + 工 个 点 , 则 任 两 个 点 能 由 平面 上 的 一 条 折线 所 连 
接 , 而 这 条 折线 整个 地 被 某 些 圆 面 所 覆盖 . 

11. 若 简 单 图 G 同 构 于 G 的 补 图 G , 则 称 G 为 自 补 图 . 

(1) 证 明 自 补 图 的 阶 数 n = 42 或 n = 4k + 1,k 为 某 个 自然 
数 ， 

《2) 找 出 所 有 4 阶 和 5 阶 的 自 补 图 . 

12. 图 G 如 图 1-25 所 示 : 

(Mi FALATE: 

(a)G 一 EJP 205,044 

(bG n , v2, U ] 

(с) С[ез | 

(d)GLe, ,es,e3] 
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(e)G— {es,er,es,esl 


图 1-25 G 

(2) 上面 的 5 个子 图 中 ,了 哪 几 个 子 图 是 正则 图 ? 

(3) 求 G[ vi v, v3] U Glu, оз, ътъ]. 

13. 已 知 n 阶 无 向 简单 图 G Ж т 条 边 ,各 结 点 的 度数 均 为 
3,(1)# т = Зп 一 6, 证 明 G 在 同 构 意义 下 唯一 ,并 求 m,n. (2) 
车 n=6, 证 明 G 在 同 构 意 义 下 不 唯一 . 

14. 无 向 图 G 有 21 条 边 ,12 个 3 度数 结 点 ,其 余 结 点 的 度数 
均 为 2, 求 G ЛИЙ. 

15. 证 明 若 无 向 图 G 是 不 连通 的 , 则 G 的 补 图 G 是 连通 的 ， 

16. Ж G 为 n 阶 简单 无 向 图 ,n>2 B. ”为 奇数 ,G 和 G 的 补 
图 G 中 度数 为 奇数 的 顶点 个 数 是 否 一 定 相等 ? 试 证 明 你 的 结论 ， 

17. 设 简单 有 向 图 G 如 图 1-26 所 示 , 试 求 图 G 的 一 切 强 分 
图 , 单 向 分 图 , 9577. 

18. 下 列 非 负 整数 序列 哪些 是 度 序 列 ? 哪些 是 图 序列 ? 

(1X1,1,1,2,3) 

{2){0,1,1,2,3,3) 
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(3)(3,3,3,3) 

(4)(2,3,3,4,4,5) 

(5)(2,3,4,4,5) 

(6)(2,2,2,2,2) 

(7)(2,3,3,4,5,6) 

(8)(1,3,3,4,5,6,6) 

19. 894 阶 完全 图 Ks 的 所 有 非 同 构 的 生成 子 图 ， 

20.9 个 数学 家 在 一 次 国际 数学 会 议 上 相遇 ,发 现 他 们 中 的 任 
意 3 个 人 中 ,至 少 有 两 个 人 可 以 用 同一 种 语言 对 话 .如 果 每 个 数学 
家 最 多 可 说 二 种 语言 ,证 明 至 少 有 三 个 数学 家 可 以 用 同一 种 语言 
对 话 . 

21. 已 知 有 向 图 G 如 图 1-27 所 示 . 

(1) 求 出 G 的 邻接 矩阵 A . 

(2) 求 出 4 ,4 4 ,说 明 从 о, 到 ъ, KEA 1,2,3,4 KAR 
链 各 有 几 条 ? 

(3) А", АТА, ААТ, ЖЕН АА? ЖАТА 中 第 (2,3) 个 元 素 
和 第 (2,2) 个 元 素 的 意义 .其 中 АТ 为 矩阵 A ШИЕ R SB BE. 

(4) 求 出 A 中 ,A ,A 及 可 达 和 矩阵 P. 

(5) 求 出 强 分 图 . 

22. 已 知 A 为 n 阶 0 一 1 和 奸 阵 (布尔 矩阵 ) ,证 明 对 任何 正 整数 
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pa 


1-27 G 
,有 (IV A = ITV AY A?V-…V A ,其 中 为 单位 矩阵 . 

23. 设 已 知 下 列 事实 :a 会 讲 英语 ,5 会 讲 汉语 和 英语 ,c 会 讲 
英语 .意大利 语 和 俄语 ,d 会 讲 日 语 和 汉语 ,e 会 讲 德语 和 意大利 
语 ,f 会 讲法 语 , 日 语 和 俄语 ,g 会 讲法 语 和 德语 . 试 间 这 7 个 人 
中 ,是 否 任意 两 人 都 能 交谈 { 必 要 时 可 借助 于 其 余 5 人 组 成 的 译员 
链 ). 

. 24. 完全 m ЗВ Knn ona 的 顶点 集合 划分 成 m 个 子 
集合 ,各 有 nin... n, 个 元 素 , 而 且 顶 点 相 邻 当 且 仅 当 它们 属 
于 这 个 划分 的 不 同 子 集 合 . 

(1) 完 全 m ЗЕ Knn ,nm 有 多 少 个 顶点 和 多 少 条 边 ? 

25. 编写 具有 下 列 输入 与 输出 的 程序 ， 

(1) 给 定 无 向 图 的 各 边 所 关联 的 顶点 对 ,确定 每 个 顶点 的 度 ， 

(2) 给 定 有 向 图 的 各 边 所 关联 的 有 序 顶 点 对 ,确定 每 个 顶点 的 
人 度 和 出 度 . 

(3) 给 定 图 的 各 边 所 关联 的 顶点 对 ,构造 这 个 图 的 邻接 矩阵 . 

《4) 给 定 图 的 邻接 矩阵 , 列 出 这 个 图 的 各 边 ,并 且 给 出 每 条 边 
出 现 的 次 数 . 


‚ 40 - 


(5) 给 定 无 向 图 各 边 所 关联 的 顶点 对 ,以 及 每 条 边 出 现 的 次 
数 , 构 造 这 个 图 的 关联 抱 阵 . 

(6) 给 定 无 向 图 的 关联 矩阵, 列 出 它 的 各 边 , 并 且 给 出 每 条 边 
出 现 的 次 数 . 

(7) 给 定 正 整数 ,通过 产生 图 的 相 邻 第 阵 来 生成 无 向 图 ,使 
得 以 相等 的 概率 来 生成 所 有 的 简单 图 . 

(8) 给 定 正 整数 n ,通过 产生 图 的 相 邻 矩阵 来 生成 有 向 图 ,使 
得 以 相等 的 概率 来 生成 所 有 的 有 向 图 . 

26. 编程 完成 下 列 练 习 . 

(1) 显 示 带 6 个 顶点 的 所 有 非 同 构 的 简单 无 向 图 . 

(2) 显 示 带 4 个 顶点 的 所 有 有 向 图 . 

(3) 随 机 地 生成 10 个 不 同 的 简单 图 ,每 个 带 20 个 顶点 ,使 得 
每 个 这 样 的 图 都 是 以 相等 的 概率 来 生成 的 . 

27. 描述 判定 图 是 否 为 二 分 图 的 算法. 
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第 二 章 ” 欧 拉 图 与 哈密 顿 图 


几乎 所 有 图 论著 作 都 要 介绍 哥 尼 斯 堡 (konigsberg)( 现 属 俄 罗 
斯 共和 国 ) 七 桥 问 题 ,这 是 瑞士 著名 的 天 才 数 学 家 欧 拉 (Leonhard 
Euler,1707 一 1783) 发 表 的 图 论 历史 上 第 一 篇 论文 . 普 雷 格 尔 (Per- 
geb) 河 横 穿 哥 尼 斯 堡 城 ,在 陆地 与 河 心 两 个 小 岛 之 间架 有 七 座 桥 
(如 图 2-1(a) 所 示 ). 一 个 有 趣 的 问题 是 ;一 个 人 能 否 从 城 里 某 个 地 
方 出 发 ,经 过 每 座 桥 一 次 且 仅 一 次 ,然后 回 到 原来 出 发 的 地 方 ? 

欧 拉 把 这 个 问题 抽象 成 如 图 2-1(b) 所 示 的 图 G, E rh G 的 
结 点 A B,CD 分 别 表示 四 块 陆 地 ,两 块 陆地 之 间 的 桥 用 对 应 点 
之 间 的 一 边 表示 .于 是 哥 尼 斯 堡 七 桥 问 题 就 等 价 于 图 G 中 是 否 存 
在 经 过 图 G 的 每 边 一 次 且 仅 一 次 的 闭 迹 ( 回 ) 问 题 . 欧 拉 通 过 研 
究 , 对 上 述 问 题 给 出 了 否定 回答 . 


c с 


2 
= SD фр 


р 


(а) (b) G 


. 42 е 


第 一 节 KHE 


定义 1 给 定 无 孤立 结 点 的 无 向 图 G ,经 过 图 G 每 边 一 次 且 
仅 一 次 的 迹 称 为 欧 拉 路 .经 过 图 G 每 边 一 次 且 仅 一 次 的 回 称 为 欧 
拉 回 路 . 

定理 1 连通 图 G 具有 欧 拉 回 路 当 且 仅 当 它 的 每 个 顶点 都 
有 偶数 度 . 

证 明 (一 ) 设 连通 无 向 图 G 的 一 条 欧 拉 回 路 为 C. 设 C АШ 
点 zi 开始 ,接着 是 xi 关联 的 一 条 边 , 不 妨 设 为 zzzj. 边 tzal， 
х. х 贡献 1 度 .这 条 回 C 每 次 经 过 一 个 顶点 x; 就 为 该 顶点 
х, 贡献 2 度 , 这 是 因为 回 C 总 是 经 过 与 x; 关联 的 一 边 进入 工 , ,又 
经 过 与 +, 关联 的 另 一 边 离开 x, .最 后 , 回 C 在 它 开始 的 x 结束 ， 
为 х, 再 贡献 1 度 .因此 ,deg(zx1) 为 惕 数 ,这 是 因为 加 C 开始 时 为 
Xl 贡献 1 FE ,结束 时 为 Ti 贡献 1 度 ,每 经 过 x 一 次 贡献 2 度 .其 
余 各 顶点 的 度数 也 为 偶数 ,这 是 因为 加 C 每 经 过 一 次 ,都 为 其 贡 
2 Е. 

(<<) G 是 连通 无 向 图 , 作 G 的 一 条 最 长 器 C, 并 假设 CC 不 
是 欧 拉 回 路 , 则 了 x € V(C) 及 关联 n 的 边 e= Iz. r 1, Ве 
C; 由 于 deg( т, ) 为 偶数 ,于 是 了 el = iri ,x,1,…, 依 次 类 推 ,存在 
er= {хох | ,ea = 上 | = fr ,xj 于 是 得 到 又 一 条 
回避 .把 C 与 C 组 合 在 一 起 ,如 果 恰 是 @G, 则 即 得 G 的 一 条 欧 拉 
回路 ;否则 ,继续 上 面 的 过 程 ,总 可 以 组 合 出 G 的 一 条 回 ,使 其 经 
过 G 中 每 边 一 次 且 仅 一 次 .证 毕 

定理 2 连通 图 G 具有 欧 拉 路 而 无 欧 拉 回路 , 当 且 仅 当 СЙ 
有 两 个 奇数 度 结 点 . 

ШЕН (一 ) 设 连通 图 G 从 顶点 a 到 顶点 5 有 了 欧 拉 路 CC, 但 不 
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是 欧 拉 回路 . 欧 拉 路 C, 每 经 过 G 中 顶点 x;( 包 括 a 和 6) 一 次 ,都 
为 <, 贡献 2 度 ,而 C 的 第 一 条 边 为 a 贡献 1 度 ,C 的 最 后 一 条 边 
为 5 贡献 1 度 .因此 ,a Mb 的 度数 均 为 奇数 ,其 余 结 点 度数 均 为 
ж. 

(< 二) 设 连通 图 G 恰好 有 两 个 奇数 度 结 点 ,不 妨 设 为 c Mb. 
在 图 G 中 添加 一 条 边 e= la, БИС, G 的 每 个 结 点 的 度数 均 
为 偶数 ,因而 G PEERKE WNE G 中 一 定 存在 欧 拉 路 . 

现在 可 以 解决 到 尼斯 保 七 桥 问 题 ,如 图 2 一 1(5) 所 示 图 G 
中 ,由 于 ad(A)=5,4(B)=3,d(c)=3,d(D)=3, 因 此 G HAR 
拉 回 路 ,也 没有 欧 拉 路 . 

定义 2 给 定 有 向 图 D Ait D 中 每 边 一 次 且 仅 一 次 的 有 向 
迹 称 为 有 向 欧 拉 路 .经 过 D 中 每 边 一 次 且 仅 一 次 的 有 向 闭 迹 ( 回 ) 
称 为 有 向 欧 拉 回 路 . 

定理 3 具有 弱 连 通 性 的 有 向 图 G 具有 有 向 欧 拉 回路 , МН 
仅 当 G 的 每 个 结 点 的 入 度 等 于 出 度 .具有 弱 连 通 性 的 有 向 图 G 
具有 有 向 欧 拉 路 , 当 且 仅 当 在 G 中 ,一 个 结 点 的 人 度 比 出 度 大 1, 
另 一 个 结 点 的 人 度 比 出 度 小 1, 而 其 余 每 个 结 点 的 人 度 等 于 出 度 . 

定义 3 舍 欧 拉 回 路 的 无 向 连通 图 与 含有 向 欧 拉 回路 的 弱 连 
通 有 向 图 ,统称 为 欧 拉 图 . 
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与 哥 尼 斯 堡 七 桥 问题 非常 相似 的 有 趣 问题 是 中 国 古 代 一 笔画 
问题 , 即 要 求 用 笔 连续 移动 ,不 离开 纸 面 并 且 不 重复 地 画 出 图 形 ， 
例如 ,能 否 一 笔画 出 如 图 2-2 所 示 图 G, 和 G? 

例 1 一 个 编码 盘 等 分 成 2 等 份 ,每 份 分 别 用 绝缘 体 和 导体 
组 成 ,可 表示 为 0 和 1 两 种 状态 ,其 中 abcd 四 个 位 置 的 扇面 
组 成 一 个 二 进 制 输出 ,如 图 2-3 所 示 , 试 问 这 16 个 二 进 制 数列 应 
如 何 排列 ,使 圆 盘 沿 顺 时 针 每 旋转 一 部 分 ,恰好 组 成 0000 到 1111 
的 16 组 四 位 二 进 制 输出 ,同时 旋转 一 周 又 返回 到 0000 状态 ? 


# 定义 一 个 八 个 结 点 的 有 向 图 G =《Y, 王 ,9p), 如 图 2-4 所 

示 , 其 中 
V= |rizza|z E10,1},i=1,2,31, 
E= {rirrr|r C |0,11.i=1,2,3,41, 
p:E>VxV,H 
PLR- Liti 0) = Ti ктү. Tiri), 
PT Titir 1)=(z,- (Zara Zara 1). 

由 于 这 样 定义 的 图 G 中 ,每 个 结 点 的 人 度 与 出 度 都 相等 , 因 
此 图 G 中 存在 欧 拉 有 向 回路 ,如 (epeleyesese3eseueweseneres 
cue1268). 根 据 邻 接 边 的 定义 规则 ,这 16 个 二 进 制 数 可 写成 对 应 
的 二 进 制 数 序列 0000100110101111. 把 这 个 序列 排 成 环 状 , 即 与 
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e15=]111 


图 2-4 
所 求 的 鼓 轮 相对 应 ,如 图 2-3 所 示 . 
上 面 的 例子 , 我 们 可 以 把 它 推广 到 鼓 轮 具有 лп 个 触 点 的 情 
况 . 为 此 只 要 构造 2 ' 个 结 点 的 有 向 图 , 设 每 个 结 点 标记 为 n -1 
位 二 进 制 数 ,从 结 点 r x，…z,_1 出 发 ,有 一 条 终点 为 zz t,i 
0 的 边 , 该 边 记 为 zzaza…z， 0 还 有 一 条 终点 为 trye r,l 
KH, ШӘ ri zzzs…z。 Il. 这 样 构造 的 有 向 图 为 德 布 鲁 英 
(de Bruijn) 图 B(&k, x) 的 特例 , 即 B(2, nn). 由 于 B(2,n) 的 每 个 
结 虚 的 人 度 等 于 出 度 , 故 B(2, 4) 中 存在 有 向 欧 拉 癌 路 ,在 该 有 向 
欧 拉 回路 中 , 取 每 条 边 标 号 第 一 个 数字 构成 的 二 进 制 序列 即 为 德 
布 鲁 英 {de Bruijin} 序 列 BC, n) КИРИ. 
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de Bruijn 序列 在 编码 及 计算 机 磁 鼓 设计 中 非常 有 用 ,有 兴趣 
的 同学 可 参考 相应 教材 . 

我 们 很 容易 判断 一 个 图 是 否 为 Euler 图 ,下 面 我 们 介绍 一 种 
求 Euler 图 的 Euler 回路 的 Fleury 算法 . 

Fleury 算法 

(1) 任 意 选 取 一 个 顶点 оо, В Wo= т; 

(ОВЕ АНЫ, ШЕН) W. = ve me 已 
经 选 出 ,那么 用 下 列 方法 从 Е(С) 一 |el ,ei，,… ,ei| 中 选取 е5 

(ajen о, 关联 (若是 有 向 图 ,ej, ,以 о 为 起 点 ); 

(b) 除 非 没 有 别 的 边 可 选择 , e;; PÆ G = G - jeet, 
e: l ЖЛ. 

(3) 当 (2) 不 能 执行 时 ,停止 .否则 让 i+1->i, 转 (2). 

显然 ,Fleury 算法 作出 了 G 的 一 条 迹 . 

定理 4 ЖС Еше, Д] Fleury 算法 终止 时 得 到 的 G 的 
迹 是 Euler 回路 . 

证 明 不妨 设 G 是 无 向 图 , 若 G 是 有 向 图 ,证 法 类 似 . 

i? G ж Euler Й, W, = weve "t e u, 是 Fleury 算法 终止 
时 得 到 的 迹 ， 

先 证 W, ÆG 的 一 条 闭 迹 . 

由 于 С, =G-le, ez, e l ШЕ С, PA o, 的 度数 为 
0, 否 则 G, PREH e EB о, 关联 ,因而 算法 到 第 ” 步 时 还 可 继 
续 进 行 , 矛 盾 .如 果 四 天 ww ME W, о, 关联 的 边 数 为 奇数 ， 
即 dw Со, ) 为 奇数 .而 dy (vs) + de (vw) = de (u, ) „Жы G JE 
Euler Р, о, = vo. 因此 W, ЖС 的 一 条 闭 迹 . 

再 证 W, ÆG 的 Euler 回路 , 即 证 明 Е(С) = E(W,). 

假设 W, TEG 的 Euler 回路 , 则 G, =G- iener oe tE 
有 非 平 凡 连 通 分 支 . 因为 G 是 Euer 图 ,而 W, 是 闭 迹 , 因 此 G. 
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中 没有 奇 度数 结 点 , 设 G, ÆG, 的 一 个 非 平 凡 连 通 分 支 ,显然 
G, 是 Euler 图 . 设 C”, 就 是 G', 的 一 条 Euler 回路 . 

由 于 G 连通 ,可 推 得 W, УС, 有 公共 顶点 (否则 С, 就 是 G 
的 一 个 连通 分 支 ,与 G 连通 矛盾 ), 设 o, 是 沿 着 W, WX fE C, 
中 下 标 最 大 的 一 个 点 (因为 о, PEC, 中 , 故 这 种 顶点 必 存 在 ,并 
且 о, зо). Ж е... С, 的 一 条 割 边 . 

设 e 是 C 中 与 ww 关联 的 一 条 边 ,由 于 G, 是 Euler 图 ,因而 
С’, НЭН ВТ е TEG, HAA, AMETE G, 的 割 边 . 另 
一 方面 ,由 于 如 < n, G, ÆG, 的 生成 子 图 ,所 以 e 也 不 可 能 是 
G KIRNA. 

由 于 Fieury 算法 构造 W, 的 过 程 是 : 尽 可 能 不 取 割 边 ,但 在 
HE W, ,时 没有 取 非 制 边 e( 与 о, 关联 ) 而 取 了 制 边 e,, ,1( 也 与 
va AEK). FA. Е(С„) = О.Н W, 是 包含 G 的 所 有 边 的 闭 

不 难看 出 ,Fleury 算法 的 时 间 复 杂 度 为 О(|Е(бС)|). 
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与 “七 桥 问 题 "同样 有 趣 的 是 “周游 世界 "问题 .这 是 著名 的 爱 
尔 兰 数学 家 哈密 顿 (William Rowan Hamilton, 1805—1865 ) 在 
1857 提出 的 一 个 游戏 :能 不 能 在 图 2-5 所 示 的 十 二 面体 图 中 找 出 
一 条 图 ,使 它 经 过 图 中 每 个 结 点 一 次 且 仅 一 次 ? 

ЖИІ 给 定 无 向 图 G, 若 存在 一 条 路 经 过 图 G 的 每 个 结 点 
一 次 且 仅 一 次 ,这 条 路 称 作 哈密 顿 路 .车 存在 一 条 闭路 径 过 图 С 
的 每 个 结 点 一 次 且 仅 一 次 ,这 条 闭路 称 作 哈密 顿 回路 . 

EX2 给 定 有 向 图 o A D 中 每 个 结 点 一 次 且 仅 一 次 的 
有 向 路 称 作 哈密 否 有 向 路 .经 过 D 中 每 个 结 点 一 次 且 仅 一 次 的 有 
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Æ 2-5 
向 闭路 称 作 哈 密 顿 有 向 回路 ， 

定义 3 共有 哈密 顿 回 路 的 无 向 图 ,与 具有 了 哈密 顿 有 向 回路 
的 有 向 图 ,统称 为 脸 密 顿 图 . 

例 1 对 于 完全 图 K,(n 之 3), 由 于 KK, 中 任意 两 个 顶点 之 间 
都 有 边 ,从 区, 的 某 一 顶点 开始 ,总 可 以 遍历 其 余 结 点 后 ,再 回 到 
该 结 点 ,因而 K, (zx 之 3) 是 哈密 顿 图 . 

了 哈密 是 问题 , 即 判断 一 个 给 定 的 图 是 否 是 哈密 顿 图 的 问题 ,是 
图 论 中 尚未 解决 的 难题 之 一 .本 节 介 绍 若 干 必要 条 件 和 充分 条 件 . 

定理 1 设 任意 n(n 之 3) 阶 图 G ,对 所 有 不 同 非 邻 接 项 点 x 
和 y, 若 дер(х) + дер(у):22п, А С 是 哈密 顿 图 . 

ЕВЗ RA G 是 无 向 图 加 以 证 明 . 假设 定理 不 成 立 . 则 存在 
一 个 阶 为 n(n 斌 3), 满 足 定 理 条 件 且 边 数 最 多 的 非 哈 密 顿 图 , 冯 
G 是 一 个 非 哈密 顿 图 且 对 的 任何 两 个 非 邻 接 项 点 xz 和 x;, 图 
G+) z ,x;| 是 哈密 顿 图 ,因为 n 守 3, 所 以 G 不 是 完全 图 ， 

Ж и о ЕС 的 两 个 不 邻接 顶点 .因此 G+ 边 1u ,vi 是 哈密 
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顿 图 且 + 边 fx ,z| 的 哈密 顿 回路 一 定 包 含 边 jw ,vl. 由 此 可 得 ， 
在 G 中 存在 一 条 uw ТЕ иии, (u= usv u) BS G P 
每 个 顶点 . 

WR u, u; | EECGU2Si Sn), BA u, u 1 & E(G). 
B, н ишш int-i i-au 是 G 的 一 个 哈密 顿 回 路 ,所 以 ， 
Xfi uz, мз, ,Ua-1| 中 每 一 个 邻接 到 ww, 的 顶点 存在 一 个 iu， 
uz". us PE и, 不 邻接 的 顶点 ,因此 ,deg{u) 志 n 一 1 - 
дер( н |) ,从 而 deglu) + деро) п 一 1. 与 定理 的 条 件 巴 盾 , 所 以 
G 是 哈密 顿 图 .证 毕 . 

ШЖ G 是 哈密 顿 图 ,显然 G +B lu, vol 也 是 哈密 顿 图 . 这 里 
u Жо 是 不 同 的 不 邻接 点 .反之 ,假设 G 是 一 个 二 WA, а 和 是 
KPRM, G+H ju, о Е, Н deg( u) + дер(ъ)22я, 
则 G 是 哈密 顿 图 ,否则 , 象 定理 1 的 证 明 中 那样 1AF deglu) 
+degtv) 扫 2 一 1. 由 此 得 到 下 面 结果 . 

定理 2 ио и А С 的 不 同 非 分 接点 ,有 征 deg( u) + 
deg(v) 衬 n, 则 G+ 边 和 u,vi 是 哈密 顿 图 当 且 仅 当 G 是 哈密 顿 图 . 

定理 2 暗示 了 图 的 一 个 新 概念 , 即 图 的 闭 包 、. 

定义 4 给 定 n КЕС, 88 G 中 度数 之 和 至 少 是 ”的 非 
邻接 点 用 一 条 边 连 结 起 来 得 图 G“ ,对 图 G 重复 上 述 过 程 ,直到 不 
再 有 这 样 的 结 点 对 存在 为 上 上 ,所 得 到 的 图 , 称 为 是 原 图 G 的 闭 包 
(closure) , 记 作 C(G). 

图 2-6 说 明了 图 G 闭 包 的 构造 过 程 . 

定理 3 一 个 图 是 哈密 顿 图 , 当 且 仅 当 它 的 闭 包 是 哈密 顿 图 . 

定理 4 设 G 是 阶 至 少 为 3 的 图 ,如 果 С 的 闭 包 是 完全 图 ， 
那么 G 是 哈密 顿 图 . 

定理 $5 如果 G 是 一 个 n(n 之 3) 阶 任意 图 , 且 对 G 的 每 个 顶 
点 工 ,都 有 deg(z) 之 nj2, 则 G EREHE. 
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图 2-6 

由 哈密 顿 图 的 定义 知 ,哈密 顿 有 向 图 必 蚌 强 连通 的 ,哈密 顿 无 
向 图 必 无 割 点 .下 面 再 介绍 一 个 必要 条 件 . 

定理 6 若 G 是 一 个 哈密 顿 图 , 则 对 于 V(G ) 的 每 个 非 空 真 
子 集 S.W(G- 5)<151. ЕФ W(G - S) G - S 的 分 支 数 . 

证 明 PË C E G 的 一 个 哈密 顿 回路 , 则 对 于 V(G) 的 任意 一 
个 非 空 真子 集 S , 均 成 立 W(C - S)<| S|. ЊЕ C-S 90-5 
的 一 个 生成 子 图 ,因而 W(G - SjSA<W(C- S), ЕЕ W(G - S) 
<181. 

该 条 件 只 是 必要 条 件 , 如 图 2-7 所 示 的 petersen 图 ,满足 
W(G-S)=|S| (ВЕЕ Е. 


图 2.7 petersen 


例 1 11 个 学 生 要 共 进 晚餐 ,他 们 将 坐 成 一 个 圆桌 ,计划 要 求 
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БКИ F , 8.422 E 8 562 ЖЕН ВИ. ЕНЕН ЛАК? 
BE ”将 每 个 学 生 看 作 图 的 顶点 ,学 生 的 邻 座 关 系 作 为 图 的 边 ， 
学 生 每 次 进餐 的 就 座 方式 对 应 一 个 哈密 顿 回路 .两 次 进餐 中 ,每 个 
学 生 有 完全 不 同 的 邻 座 对 应 着 两 个 没有 公共 边 的 哈密 顿 回路 . 因 
为 每 个 学 生 都 可 以 与 其 余 学 生 邻 座 , 所 以 问题 转化 为 在 图 Ki 中 
找 出 所 有 没有 公共 边 的 哈密 顿 回路 的 个 数 . 
Ku 中 共有 11х(11-1)2= 55 条 边 ,而 Ki 中 每 条 哈密 顿 回 


路 的 长 度 为 11, 因 此 K,, 中 最 多 有 行 =5 条 没有 公共 边 的 哈密 屯 


回路 . 另 一 方面 ,我 们 可 以 构造 5 条 没有 公共 边 的 哈密 顿 回路 , 作 
图 如 下 : 

设 第 一 条 哈密 顿 回路 为 (1,2,3,…,11,1), 把 1 固定 在 圆心 ， 
其 余 点 固定 在 圆周 上 ,如 图 2-8(a) 所 示 , 然 后 将 此 图 的 顶点 旋转 
360°/10,2 х 360°/10, 3 х 360°/10,4 x 360°/10 ,就 得 到 另外 4 个 图 
(如 图 2-8(b) 一 (e) 所 示 ). 所 以 学 生 可 以 进 5 次 晚餐 ,进餐 座位 如 
T: 

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,1 

1,4,2,6,3,8,5,10,7,11,9,1 

1,6,4,8,2,10,3,11,5,9,7,1 

1,8,6,10,4,11,2,9,3,7,5,1 

1,10,8,11,6,9,4,7,2,5,3,1 

例 2 有 个 人 ,任意 两 个 人 合 起 来 认识 其 余 的 4 一 2 个人， 
证 明 : 当 nw 之 4 时 ,这 个 人 能 站 成 一 图 ,使 每 一 个 人 的 两 旁 站 着 
自己 认识 的 人 . 

证 明 构造 简单 无 向 图 G= (У, Е), Е У RB n 个 结 点 
表示 这 个 人 ,G 中 的 边 表示 他 们 间 的 认识 关系 , 若 两 个 结 点 间 
有 一 条 边 , 当 且 仅 当 对 应 的 人 互相 认识 . 

ЕЖ u, vE V(G), 显 然 d(u)+d{v) 之 n -2, BE: n 一 2 
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(4) 


个 结 点 必 与 “或 v 邻接 . 

(DË u Уо WR, 0 d(u)+ 4(u)22+ 1 -2= n 

(DË u уо 不 相 邻 ,如 果 d(u)+a(o)= n 2. V – lu, 
vy; 中 怡 有 н 2 PRS n4, ik V- lu 0130), ARET 
结 点 只 能 与 u ,wv 中 的 一 个 结 点 相 邻 .不 妨 设 a€E V-iu,vi, 且 a 
与 u 相 邻 ,a Уут 不 相 邻 ,此 时 对 于 结 点 a 与 & 来 说 ,都 不 与 v 相 
邻 .这 与 已 知 矛 盾 , 因 此 dCu) +4 (о) >и - 2,80 (а) + (о) 
n-l.# d(u)td(u)=n-l,HT n24, PAAR V - lu,sl 
中 至 少 有 两 个 结 点 а ЖР. Җ a Би Mo 都 相 邻 ,而 6 只 与 和 
v 中 的 一 个 相 邻 ,不 妨 设 b 与 相 邻 ,这 样 5 与 x 和 = 都 不 相 邻 ， 
ЖУБА, А dlu)tdlv)>n-1, B] dlu)+ dlv) 之 
n. 


РЖ, ЕУ и, оС V(G), AA d(u)+ d(u)2 n, EE 
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СЕЕ Я А, TER л 个 人 能 站 成 一 轿 , 使 每 一 个 
人 的 两 旁 站 着 自己 认识 的 人 . 


第 三 节 并 行 运算 图 论 模 型 与 格雷 码 


传统 的 计算 机 一 般 称 为 串 行 计 算 机 , 即 执行 程序 是 一 次 完成 
一 个 操作 .因此 ,为 解决 问题 而 写 的 算法 都 设计 成 一 次 执行 一 步 ， 
这 样 的 算法 称 为 串 行 的 .几乎 所 有 书本 描述 的 算法 都 是 串 行 的 .不 
过 , 像 气象 模拟 , 医学 图 像 及 密码 分 析 这 样 的 许多 高 强度 计算 问 
题 ,即使 在 超 计算 机 上 ,也 不 能 通过 趾 行 操作 在 合理 时 间 范 围 内 解 
决 ;而 且 , 对 计算 机 执行 基本 操作 有 多 快 来 说 ,还 存在 物理 的 限制 . 
所 以 ,总 是 有 问题 不 能 用 串 行 操作 在 合理 长 度 的 时 间 之 内 解决 . 同 
时 , 随 着 硬件 价格 的 下 降 , 使 得 制造 并 行 计算 机 成 为 可 行 . 并行 计 
算 机 就 是 使 用 多 个 处 理 器 实现 在 同一 时 间 执 行 多 条 指令 .利用 包 
含 许多 自 带 内 存 的 单 处 理 器 的 计算 机 来 帮助 克服 串 行 计算 机 的 局 
限 性 .并 行 算法 把 问题 分 成 可 并 发 解决 的 若干 子 问题 ,其 单个 指令 
流 控制 着 算法 的 执行 ,包括 把 子 问题 送 到 不 同 的 处 理 器 ,以 及 把 子 
问题 的 输入 和 输出 定向 到 适当 的 处 理 器 . 

采用 并 行 处 理 , 一 个 处 理 器 需要 另 一 个 处 理 器 产生 的 输出 . 因 
此 ,处 理 器 需要 互联 .用 图 来 描述 带 有 多 重 处 理 器 的 计算 机 里 处 理 
器 的 互联 网 络 ,是 一 种 十 分 便利 的 方法 .我 们 在 第 一 章 中 所 介绍 的 
п 维 立方 体 ( 超 立方 体 )Q, 是 一 个 重要 类 型 的 互联 网 络 。 在 n 维 
立方 体 Q, 中 ,有 2"(n 渤 1) 个 处 理 器 ,每 个 处 理 器 有 自己 的 内 存 . 
在 一 个 单元 时 间 内 ,n 维 立 方 体 中 的 每 个 处 理 器 同时 处 理 一 条 指 
今 ,然后 与 之 相 邻 的 处 理 器 进行 通信 . 若 一 个 处 理 器 要 与 一 个 不 相 
邻 的 处 理 器 道 信 ,第 一 个 处 理 器 要 发 送 一 些 信息 ,这 包括 路 径 信息 
及 接受 者 的 最 终 目 的 地 . 当然 需 花 费 数 个 时 间 段 . 

许多 计算 机 已 经 根据 л br rik Q, 的 模型 制造 和 运行 .我 
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们 将 证 明 п 维 立方 体 Q, 中 存在 哈密 顿 回路 ,为 此 我 们 先 介绍 格 
雷 码 .格雷 码 是 以 弗兰克 格雷 (Frank Gray) 的 名 字 命 名 的 ,在 20 
世纪 40 年 代 , 他 为 了 把 传送 数字 信号 过 程 中 的 错误 的 影响 降 到 最 
低 而 发 现 了 他 们 . 

定义 1 x 阶 格雷 码 是 序列 "sz,……s" ,其 中 每 个 ;是 一 
个 位 的 二 进 制 串 , 满 足 

(ОЗ n fe RAE AEA 

(2)s 8з, НАЖ A], i = 1,2,::: 2" L; 

(3)s= Ms, 只 有 一 位 不 同 . 

格雷 码 已 广泛 地 应 用 于 各 个 领域 ,如 模拟 信息 和 数字 信息 的 
转换 等 .下 面 介绍 如 何 为 每 个 正 整数 构造 格雷 码 . 

定理 1 $ G 表示 序列 0,1. 由 G , 根 据 以 下 规则 来 定义 
С: 

(1) 今 GE | 表示 序列 G,- ŽI; 

(2) 令 G ,表示 在 С, ЛАА Bi Jm 0 所 得 序列 ; 

(3) 令 G ,表示 在 G8_, 的 每 个 成 员 前 加 1 所 得 序列 ; 

(4) 令 G, NRG, ,后 加 上 G，, 组 成 的 序列 ， 
则 G, 是 正 整数 n 的 格雷 码 . 

证 明 n=1 时 ,定理 显然 成 立 . 

假设 G1 是 格雷 码 . G′ 中 的 每 个 串 以 0 开始 ,因此 G ,中 
的 任意 连续 串 之 间 的 不 同 必定 由 G, -| 中 对 应 的 上 串 的 不 同 所 决定 . 
但 是 С, ERREG, ӨС, ,中 每 个 连续 的 串 对 之 间 只 有 一 位 不 同 . 
因此 ,G' 中 每 个 连续 的 串 对 也 只 有 一 位 不 同 .类 似 的 ,G"* Pi 
个 连续 的 串 对 也 只 有 一 位 不 同 . 

Фа RTG ,中 的 最 后 一 个 串 , 令 p 表示 G ,中 的 第 一 个 
B EME Ü .8 中 的 第 一 位 , 则 所 得 的 串 是 相同 的 .由 于 a 的 第 一 
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位 为 0,8 的 第 一 位 为 1, 所 以 G' ВЈ АА С, ,的 第 一 个 
串 只 有 一 位 不 同 .类 似 的 ,G，, 的 第 一 个 串 和 G7” ,的 最 后 一 个 串 
也 只 有 一 位 不 同 .因此 证 得 С, 为 格雷 码 、 

#1 从 Gi 开始 来 构造 G. 


С, 
G: 
б, 
G, 
G; 
С? 
G; 
G, 
G; 


Ü 


1 
0 
01 
10 
01 
11 
001 
111 
001 


101 
011 


00 110 111 101 100 


推论 ”对 于 每 个 正 整数 n>2,n 维 立方 体 都 包含 一 个 哈密 顿 


图 2-9 
MA, Q, 的 一 条 哈密 顿 回路 昆 示 在 图 2-9 rh. 


. 56 ` 


例 2 (1971 年 波兰 数学 奥林匹克 试题 ) 证 明 任 一 个 有 限 集合 
的 全 部 子 集 可 以 这 样 排列 顺序 ,使 任何 相 邻 的 两 个 子 集 仅 相差 一 
个 元 素 . 

证 明 设 此 有 限 集 为 A= {a ,a;,…,a.1, 我 们 用 长 为 7 的 
二 进 制 数列 对 应 它 的 2" 个 子 集 ; 当 且 仅 当 子 集中 全 有 A 的 第 i 
个 元 素 时 ,数列 的 第 i 个 数码 为 1, 否则 为 0. 以 这 2" 个 数列 为 顶 
点 , 当 且 仪 当 两 个 数列 仅 一 个 同位 数码 相 异 时 ,此 两 顶点 间 连 一 
边 , 得 到 一 个 图 G. 显然 图 G 为 n 维 立 方 体 ,而 n 维 立方 体 是 输 
密 顿 图 ,按照 一 条 哈密 顿 回路 的 顺序 排列 对 应 子 集 即 可 . 

比如 ,图 2-9 所 示 为 4 维 立方 体 ,由 格雷 码 得 到 它 的 一 条 哈密 
路 为 0000 — 0001 — 0011 — 0010 — 0110 — 0111 — 0101 — 0100 – 
1100 – 1101 ~ 1111 — 1110 — 1010 — 1011 — 1001 — 1000. 

因此 ,对 于 集合 A = {aar a384, АТН — НР 
为 :GO lasla faz a,!, (азі, lassas}, іа, азза, fazsaat, 
fazl laisazlsldisazsaal, lasa as ad.las as, a)l,lay, 


азі, іа заз,аці, аза, lail. 


第 四 节 算法 的 时 间 复 杂 性 


一 个 算法 是 一 个 有 限 指令 的 集合 . 这 些 指 令 确 定 了 解决 某 一 
问题 的 运算 或 操作 序列 .算法 其 有 以 下 性 质 . 

ARE ”任何 算法 都 会 在 有 限 条 指令 执行 完毕 后 结束 . 

确定 性 ”算法 的 每 一 步 有 精确 的 定义 ， 

输入 ”有 零 个 或 多 个 输入 , 且 输 入 到 自 特定 的 对 象 集合 . 

输出 ”有 一 个 或 多 个 输出 ,与 输入 有 某 种 特定 关系 . 

瞧 一 性 ”每 一 步 执行 后 所 得 到 的 中 间 结 果 是 唯一 的 , 且 仅 依 
赖 于 输入 和 先前 步 又 的 结果 
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通用 性 ”算法 适用 于 一 类 输 人 . 

仅 具 备 后 五 个 特性 , 称 其 为 计算 过 程 . 如 求 /2 的 值 是 一 个 计 
算 过 程 . 

问题 是 要 求 回答 的 提问 .通常 有 几 个 参数 或 自 变量 ,它们 的 值 
是 特定 的 , 取 自 问题 的 定义 域 .问题 的 描述 即 对 其 参数 进行 描述 ， 
指出 其 解 是 满足 什么 性 质 的 命题 .给 问题 的 全 体 参 数 都 指定 了 确 
定 的 值 , 便 得 到 问题 的 一 个 实例 ,例如 ,“z + y=?” 是 加 法 问题 ,而 
“3+5=?" 是 加 法 实例 . 当然 ,一 个 问题 一 般 可 包含 无 穷 多 个 实例 . 

ШЖ A 算法 对 问题 P 的 每 个 实例 都 给 出 正确 等 案 , 称 4 是 
问题 P 的 算法 . 若 存 在 一 个 算法 解答 问题 P , 称 问题 P 算法 可 解 . 

一 个 计算 机 程序 即使 是 按照 正确 的 算法 编写 的 ,对 于 一 些 输 
人 来 说 也 许 是 毫 无 用 处 的 ,因为 这 个 程序 执行 的 时 间 太 长 ,或 者 程 
序 的 数据 .变量 等 占用 的 存储 空间 太 大 .算法 分 析 是 指 通过 分 析 得 
到 算法 所 需 时 间 和 空间 的 估计 量 .英法 的 复杂 度 是 指 执行 算法 所 
需 的 时 间 和 空间 的 量 . 本 节 讲 解 如 何 估 计算 法 执行 所 需 时 间 的 问 
题 . 

定义 1 $ fM 为 从 整数 集合 或 实数 集合 到 实数 集合 的 函 
数 , 如 果 存 在 常数 с 和 ,使 得 只 要 >k, WA 

|/(z=)]|<<|zg(=)|! 

则 称 F(z) 是 Olglr)) WE f(z)= O(g(z)),PEfE f(z) 是 大 
Ов(х). 

例如 ,f(z)=x*+2x+1 是 Ol) BARE r>1, WA O0 
Фа? +t2rt IAr? +25 + r? Ar BHRR kS, c= E f(z) = 
DO(g(x)), 而 对 足够 大 的 r,lA(x)|>lelr)l, PRS r>kht, 
|/£(z)|=<c|g(z)|=c|h(z)|. НЕНКО 符号 时 ,在 
Рх) = Otg(z)) 这 一 关系 中 函数 g 总 是 选 得 尽 可 能 小 (有 时 选 
自 某 个 参考 函数 集合 ,如 形 为 z" 的 函数 ,其 中 n 为 正 整数 ). 


定理 1 令 Fr)=ar+a it l +. az ta Ж 
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аъзал "e, a, 为 实数 , 则 f(z)=O(z"). 
ШВ ”如 果 + 之 1, 我 们 有 
|f(z)] = Tax" +a, +o +a ral 


Lla, l't la, e imt larla lael 
=x" (|а, + la, ad "一 十 + 14,1" — + lal 45) 


аата аар) 
Ц. Ь=1,с= |а, + а, 1а 1а, Alfr) 
=єс(т"), B flr)= O( z"). 
定理 2 Ü fi(z)= O(g,(z)), р(х) = O(g,(z)), W 
Р(х) + р (к) = О(тах(в, (ж), в:(х))). 
证 朋 设 有 常数 cl,ca ,1 h, ,使 得 
х2, В, А0) «е lgl); 
ж>Ё,ЮЇ,|/»(х)\®с›!й»э(т)|. 
而 当 z2>max(k, ,Ё›)В, 
б) РС) (л)! +156)! 
cilgi(r)| + с [в (х) 
«ео [а(х)1 + с›|д(х)| 
= (с +e Jl а(х) 
=с| (х) | 
Ж с= є + с, #05) = malgr), ваб). 
定理 3 Бу (2) = О(д(х)), (5) = O(g (z)), M 
РС) Р Са) = O(g,(z)g;(z)). 
例 1 对 于 正 整数 ,给 出 nl 和 logn! HA O 估计 . 
Ж n! =1х2х3х:.- Xn 
sn X # X n X --- X n = n" 


Ti loga! Slogan” = nlogn 
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PRE л! = О(п") овп! = O(nicgn) 

例 2 给 出 f(n)=3nlogn!1 + (пг +3)1ори 的 大 O 估计 ,其 
中 n 蚌 一 个 正 整数 . 

解 由 于 logn! = O(nlogn),3n = O 〇 O(n), 所 以 ,3nlogn! 
= O(n°logn). 

Mn +3= О(п2), (эз. + 3)logn = O 〇 O(n logn), 因 此 ,了 
(п) = O(n°logn) 

例 3 给 出 f(z)=(x+l)log(z?2+1)+3z2' ЮКО. 

Ж H +>1BFE,z2 +1<2x2 T >22 Bf, 

log(z° + 1)<log2z° = 1082 + logz° = log2 + 2083р 
所 以 log(x*+1)= Обол), z +1= O(z). 

HE, (х +1)0р( х? +1) = O(zxlogr) 
BH 3х2 = О(х?), ШЕ х > 1 时 , rlogr <r, PA f(x) = 
Olz’). 

大 口 符号 常用 于 估计 一 个 特定 的 计算 机 过 程 或 算法 解 题 时 
需要 的 操作 步 数 . 做 这 些 佑 计时 常用 的 一 数 包 括 : 1, logn, n, 
nlogn,n’:,2n,n! 

用 微 积分 可 以 证 明 , 上 列 函 数 中 每 个 函数 都 小 于 家 中 列 在 它 
后 面 的 函数 , 即 每 个 晒 数 与 它 后 面 的 函数 的 比 在 无 限 增 长 时 趋 
于 0. 图 2-10 显示 了 这 些 函 数 的 图 像 ,图 中 国 数值 的 每 个 刻度 都 
是 它 前 面 刻度 的 两 倍 . 

怎样 分 析 算 法 的 效率 呢 ? 一 种 效率 度量 是 计算 机 按 此 算法 解 
题 所 花 的 时 间 , 另 一 种 度量 是 计算 机 实现 这 一 算法 需要 多 大 内 存 ， 
当然 都 是 假定 输入 值 的 规模 是 一 定 的 .前 者 称 为 算法 的 时 间 复 杂 
性 ,后 者 称 为 算法 的 空间 复杂 性 .空间 复杂 性 与 实现 算法 时 使 用 的 
特定 数据 结构 紧密 相关 ,这 将 在 有 关 课 程 中 详细 讨论 . 

假设 是 “标准 "的 计算 机 ,算法 的 时 间 复 杂 性 的 考 虚 可 以 在 输 
人 规模 一 定 的 情况 下 ,用 算法 使 用 的 基本 操作 ( 解 问题 的 关键 操 
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1l 12 13 n 


图 2-10 
作 , 操 作 次 数 随 输 入 规模 增 大 而 增加 ) 次 数 来 表示 . 而 不 用 计算 机 
实际 运行 的 时 间 来 表示 ,这 是 因为 执行 基本 操作 时 ,不 同 的 计算 机 
需要 的 时 间 不 同 ,而 且 把 所 有 运算 分 解 成 计算 机 使 用 的 基本 字 位 
运算 是 相当 复杂 的 ， 

在 所 有 输入 规模 为 n 的 情况 下 ,可 以 找到 执行 算法 所 需 的 最 
短 时 间 和 最 长 时 间 ,分 别称 为 输入 规模 为 x 时 的 最 好 时 间 复 杂 性 
和 最 坏 时 间 复 杂 性 , 平均 时 间 是 指 在 一 组 有 限 的 规模 为 ”的 输入 
中 执行 算法 所 需 的 时 间 .平均 时 间 复 杂 分 析 比 最 坏人 情况 分 析 复 杂 
得 多 . 

# 2-1 中 给 出 了 描述 算法 时 间 复 杂 性 的 儿 个 常用 术语 . 
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能 用 具有 多 项 式 最 坏 情 况 复杂 性 的 算法 解决 的 问题 称 为 易 处 
理 的 ,否则 , 称 为 不 易 处 理 的 .不 过 , 如果 在 大 О 估计 中 的 多 项 式 
次 数 高 (如 100 次 ) ,或 多 项 式 的 次 数 特别 大 ,算法 可 能 会 花 特 别 长 
的 时 间 来 解 题 .对 于 实际 应 用 中 出 现 的 不 易 处 理 的 问题 ,如 果 存 在 
求 近似 解 的 快速 算法 ,甚至 还 能 保证 近似 解 与 精确 解 相 差 不 太 大 ， 
通常 不 求 其 精确 解 ,而 求 其 近似 解 . 

易 处 理 的 问题 属于 了 问题 .至今 既 没 有 找到 多 项 式 算 法 ,又 
不 能 证 明 它 不 存在 多 项 式 算法 ,这 类 问题 称 为 NP 问题 .还 有 一 类 
重要 问题 ,只 要 其 中 任何 一 个 问题 能 用 一 个 多 项 式 时 间 最 坏 情 况 
算法 来 解 ,那么 所 有 这 些 问题 都 能 用 多 项 式 时 间 最 坏 情况 算法 解 
答 , 称 其 为 NP 完全 问题 (non-deterministic polynomial complete 
problem) ,简称 NPC 问题 . 

随 着 科技 的 不 断 发 展 ,计算 机 速度 和 内 存 空 间 获 得 巨大 增长 ， 
再 加 上 使 用 能 做 并 行 处 理 的 算法 , 几 年 前 认为 无 法 解 的 问题 现在 
可 以 当做 日 常事 务 处 理 了 ,这 人 句 话 在 以 后 仍然 成 立 ! 

例 4 BAHR 它 把 一 个 列表 这 样 排列 成 升序 :相继 地 比 
较 相 邻 的 元 素 , 若 它们 谋 序 不 对 , 则 交换 它们 , 试 分 析 冒 泡 排 序 的 
БКНЕ. 

解 ” 为 完成 骨 泡 排序 ,从 表 头 开始 执行 基本 操作 , 即 交 换 一 个 
较 大 元 圳 与 它 后 面 的 较 小 元 素 ,对 整个 列表 完全 执行 一 遍 . 证 这 个 
HER, 直到 排序 宣告 完成 为 止 . 如 用 表 2 - 2 ал НЕННЕ 
把 3.,2,4,1,5 排 成 升序 .其 中 ,《 表示 作 一 次 交换 .《 表示 处 在 正 
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确 顺 序 的 对 .四 表示 处 在 正确 顺序 的 数 . 
因为 在 第 遍 使 用 z 一 上 次 比较 ,所 以 在 n 个 元 素 的 列表 的 
冒 泡 排序 里 使 用 的 总 比较 次 数 是 
(n-1)+(a-2)+=:+2+1 =) 


必须 注意 ,即使 在 某 个 中 间 步 又 上 这 个 列表 变 成 完全 排 好 顺 
序 , 这 个 算法 仍然 继续 进行 ,因此 , 骨 泡 排序 算法 有 最 坏 时 间 复 杂 
性 Oln’). 


[5] [5] [5] 


第 五 节 最 短路 问题 


边 上 有 数 的 图 称 为 加 权 图 (weighted graph) . 若 边 е 标记 数 &， 
称 边 e 的 权 (weight}) 为 .在 加 权 图 中 , 链 { 迹 、 路 ) 的 长 度 为 链 
( 迹 , 路 ) 上 的 所 有 边 的 权 值 的 和 . 在 加 权 图 中 ,我 们 经 常 需要 找 出 
两 个 指定 点 之 间 的 最 短路 (如 有 最 小 长 度 的 路 ) ,通常 称 其 为 最 短 
路 问题 {shortest path problem). 解决 最 短路 问题 存在 几 个 不 同 的 
算法 .我 们 要 介绍 的 是 迪克 斯 局 拉 算 法 ,这 是 荷兰 计算 机 科学 教授 
Edsger W. Dijkstra ( 1930 一 ) 在 1959 年 发 现 的 一 个 算法 . 他 在 
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1972 年 获得 美国 计算 机 协会 授予 的 图 灵 奖 ,这 是 计算 机 科学 中 最 
具 声 泌 的 奖项 之 一 . 

迪克 斯 届 拉 算法 是 求 出 一 个 连通 加 权 简 单 图 中 从 结 点 a 到 > 
的 最 短路 . 边 1i,j| 的 权 w(i,j) >0, 且 结 点 z 的 标号 为 L(x). 结 
RET, (2) ЕВ a 到 > 的 最 短路 的 长 度 . 

算法 ”迪克 斯 屈 拉 算 法 

procedure Dijkstra( G :所 有 权 都 为 正 数 的 加 权 连 通 简 单 图 ) 

[G 带 有 顶点 & = оо, о," 0 = NI (о, y) іо, 
zj} 不 是 G 中 的 边 , 则 wiu, o) = оо] 

for ::=1 to n 

Lu): = eo 

L(a): =0 

S:=@ 

{初始 化 标记 ,a 的 标记 为 0, 其 余 结 点 标记 为 co 5 是 空 集 1 

while > & S 

begin 

xz: 一 不 属于 S 的 L(w) 最 小 的 一 个 顶点 

S:=SUiwu|l 

for 所 有 不 属于 S 的 顶点 

if L(u)twlu, Llo) 

then L(u): = (и) + (ы, о) 

1 这 样 就 给 S НН ini 89 TN Kx Jf: B ЛЕ S 中 的 
顶点 的 标记 | 

endlL(=)= А а # z 的 最 短路 的 长 度 } 

下 面 我 们 通过 一 个 实例 来 说 明 迪 克 斯 届 拉 算法 是 如 何 工作 
的 . 

例 1 用 迪克 斯 届 拉 算法 求 图 2-11 所 示 的 加 权 图 中 顶点 a 

与 z 之 间 最 短路 的 长 度 . 
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c 10 е 
Æ 2-11 
解 我 们 用 表 2 一 3 显示 用 迪克 斯 屈 拉 算 法 求 a 和 >z 之 间 最 
短路 所 用 的 步骤 ， 
#2-3 


оа с 0 


mmt)! s (B= Llej)=Lid)=Llej)= L( z) = оо 


“=a, — 
L(a)++xe(a,b)=0+4=4<L(b) 
L(a)+ т(а,с) =0+2=2<1(с) 

L(a) +л10(а,#) =0 + оо = оо 

10а) + 1 (а,е) = 0+ оо = оо 

Іа) +иба,2)=0 + о = со 

106) =4,1(с)=2,1(4) = (в) = (+) = оо 
и = с,6= |а, сі 
L(c)+<xu(c,6)=2+1=3<L(b) 

(с) +0 с,4) =2+8=10<109) 
(с) + (с,е) =2+10=12<1 (е) 
L{c) + wle, z)=2 + со = оо 

Хь) =3,1(4) =10,1(е) = 12,1) = оо 
r=b,s=la,c,b| 

LCb) twtb,d)=3+5=8< Ld) 

[L (b) + деб ,e)= 3+ со = co 

L (5) k ae [b ,z)=3-+ со = со 
L(d)=8,L(e)=12,L(z)= оо 


一 次 选 代 


Жжж 


= 


三 次 选 代 
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u=d,s=la,c,b,dl 


L(d)+<xo6(d,e)=8+2=10<L(e) 
Lld)+t wld, z) =8+6=14<1(=) 


Lile} = 10, L(zr}=14 
и=е,% = la,c,b,d,el 


四 次 迭代 


ЖЕЕ {| L(e)+<xo(e,z)=10+3=13<L(zx) 
L(z)=13 
u==x,s=l|a,c,b,d.,e,z! 


ў 
Ж 


从 a 到 z 的 最 短路 的 长 度 为 13, 最 短路 为 (ac,p， 
d,e,z). 


定理 1 迪克 斯 届 拉 算法 求 出 连通 简单 元 向 加 权 图 中 两 个 顶 
点 之 间 最 短路 的 长 度 . 

证 明 当 &=0 时 , 即 没 有 进行 任何 迭代 前 《初始 化 ), 志 (ay) 
=0,s= {а}, а Ж а 以 外 的 顶点 的 最 短路 的 长 度 是 co , 而 从 
а Pla 的 最 短路 长 度 为 0. 

假设 在 第 次 迭代 中 

(1) 在 :中 的 顶点 v 的 标记 L(wv) 是 从 a 到 这 个 项 点 z 的 最 短 
路 的 长 度 . 

DPE s 中 的 顶点 的 标记 是 (除了 这 个 顶点 自身 之 外 ) 只 经 
过 :中 顶点 的 从 a 到 这 个 顶点 的 最 短路 的 长 度 . 

在 第 上 +1 次 选 代 中 

设 z 是 第 & 次 迭代 结束 时 带 最 小 标记 的 不 在 s 中 的 顶点 { 若 
该 顶点 不 唯一 ,可 采用 带 最 小 标记 的 任意 顶点 ). 在 第 帮 +1 次 选 
КР. и 是 添加 到 '* 中 的 顶点 , 则 在 第 + 1 REF, u 的 标记 必 
ёа 81 и 的 最 短路 的 长 度 . 否则, 次 选 代 后 ,有 从 结 点 a 到 某 
个 结 个 : 的 路 ,其 路 的 长 度 小 于 Li (w). 下 面 将 证 明 £ € s. RIA 
反 证 法 ,假设 1 千 s, 设 PP 是 从 a 到 : 的 最 短路 .rz 为 P 上 离 a 最 近 
的 不 属于 s 的 结 点 ,显然 x 前 面 的 结 点 都 属于 s ,因而 存在 一 条 从 
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a 到 1 的 只 经 过 ; RTB BEBE TF L, Си)) „15-5 < 的 选取 
FA. AER k + 1 次 迭代 结束 时 (1) 成 立 (由 假设 ,* ra 以 外 
的 顶点 在 &+ 1 次 选 代 前 都 已 经 用 从 a 到 该 结 点 的 最 短路 长 度 标 
记 ). 


D 9 о о 


2-12 路 P 

设 y 是 第 +1 次 选 代 后 不 属于 s 的 一 个 顶点 .从 a B| y 的 只 
经 过 * 中 顶点 的 最 短路 要 么 包含 ,要么 不 包含 ы ЖЕЛЕ 
u ,由 假设 , 它 的 长 度 为 Li(y); 若 它 包 含 , 则 它 必然 是 这 样 组 成 
的 :一 条 从 a B| н 的 具有 最 短 可 能 长 度 的 路 ,其 中 包含 5 中 不 辐 
Fau 的 元 素 , 后面 接着 边 {1u ,yy 上, 此 时 , 它 的 长 度 是 L, (u) + 
wuy) M 1. (у) = minl Lly) 1. (и) + wlu,y)). 因 此 ,第 
有 + 1 次 选 代 结束 时 (2) 成 立 .证 毕 

定理 2 迪克 斯 届 拉 算法 使 用 O(n ) 次 运算 (加 法 和 比较 ) 来 
ЖШ п 阶 连 通 简单 无 向 加 权 图 中 两 个 顶点 之 间 最 短路 的 长 度 . 

证 明 ”这 个 算法 最 多 使 用 一 1 次 选 代 , 在 每 次 选 代 中 ,加 法 
运算 执行 的 时 间 为 O(a) ,比较 执行 的 时 间 为 O(n), 因 此 ,在 每 
次 选 代 执行 的 时 间 为 O(n). 故 该 算法 时 间 复 杂 度 为 O(n*). 证 
毕 

求 加 权 无 向 图 中 最 短路 的 Dijkstra 算法 可 以 推广 到 求 加 权 有 
向 图 中 最 短 有 疝 路 . 

ВЯ л Brillia r С=‹У,Е).ДР у= 11,2, ні. H 
方便 ,假设 G "ЕКЕН ЕКЕН. H S, 和 S 分 别 表示 
自 结 点 1 到 结 点 ; HIP А 的 最 短 有 向 路 的 长 庆 , 用 wik, pR 
RAR, RLGH, jE ECG) M wk, j) = 00), 则 对 
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一 切 jZk,j,k=2,3,: n A 
S, =0 
ss (1) 
BS =S twk, HERAA ЕВА 1 到 结 点 j 
的 最 短 有 向 路 上 . 
因为 各 5, E.G 中 的 缚 点 1 到 结 点 j 的 最 短 有 向 路 的 长 度 ,所 
以 这 条 最 短 有 向 路 必 有 最 后 一 条 有 向 边 (k,j), 而 且 该 有 向 路 上 
自 结 点 1 到 的 一 段 也 必 是 最 短 有 向 路 ,从 而 (1) 式 可 写 为 
5,=0 
{б миа, кыбыр =2 3n (2) 
这 说 明 , 图 G 中 自 点 1 到 各 点 的 最 短 有 向 路 的 长 度 必 满足 
《2) 式 , 即 它们 是 方程 42) 的 解 - 
定理 3 设 有 向 图 G 中 不 含 长 度 非 正 的 有 向 园 , 并 且 从 点 1 
到 其 余 各 点 都 有 有 限 长 的 有 向 路 ,那么 式 (2) 有 唯一 有 限 解 1S;,1. 
证 明 设 1S),S,,…,S, | 为 式 (2) 的 任 一 组 有 限 解 .对 任意 
S, ,我 们 可 以 在 G 中 找 出 结 点 1 到 结 点 ; 的 有 癌 路 . 
Р= 1 1 
使 得 
S, =5,+ (1,4) 
S, =S, + wil, i) 


S, =5, + wi is) 
S,=S, twl j?) 

设 $,,S:,…，,S,。 是 自 结 点 1 到 各 结 点 的 最 短 有 向 路 的 长 度 ， 
因此 , 它 是 式 (2) 的 一 组 解 . 若 式 {(2) 的 解 不 叭 一 , 设 S.S, 
5, EPAF S, 5: ,…，,S, 的 另 一 组 解 ,那么 必 存 在 某 个 j, 使 S 
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=S” .S, 是 自 结 点 1 到 结 点 j 的 最 短 有 向 路 的 长 度 , 而 S, 是 自 
结 点 1 到 结 点 j 的 某 一 有 向 路 的 长 度 , 因 此 有 S > Si .在 5, > 
S, 的 所 有 j 中 ,总 可 以 选取 某 个 j ,使 边 (&,j) 是 自 结 点 1 到 结 点 j 
最 短 有 向 路 上 的 边 , 且 5, = S (AA S= Si, 所 以 这 样 的 有 向 
边 一 定 存在 ) ,从 而 有 
S >S =S + ш(ё,ј) = S, twk, 3) 

这 与 S, 5 S, at's S”, 为 式 (2) 的 解 相 矛盾 .证 毕 

定理 3 说 明 式 (2) 的 解 是 自 结 点 1 到 其 余 各 结 点 的 最 短 有 疝 
路 的 长 度 . 但 是 ,直接 求解 方程 式 (2) 是 很 困难 的 .目前 几乎 所 有 求 
最 短 有 向 路 的 算法 ,都 是 围绕 着 怎样 解 这 个 方程 的 问题 .只 有 对 于 
某 些 特殊 的 有 向 图 ,方程 式 (2) 可 以 简化 ,从 而 变 得 较 易 求解 . 

定理 4 RS 是 加 权 有 向 图 G 中 自 结 点 1 到 结 点 j 的 最 短 
有 向 路 的 长 度 , 并 且 对 所 有 的 j=1,2,3,…,n,S, 为 有 限 值 . 若 图 
G 中 除 结 点 1 外 的 其 余 各 点 能 重新 编写 成 如 下 的 序号 2,3,…,n， 
使 得 对 所 有 ;< ,成 立 

S,<S, B.xo(j ,i20 
或 者 5,25, Н (3,1) = оо, BD( iy EE(G) 
则 方程 式 (2) 可 简化 为 
5,=0 

ива (3) 

显然 , 式 (3) 比 式 (2) 更 容易 求解 ,因为 S, =0 是 已 知 的 ,而 5, 
只 依赖 于 Si, S: RIKT S, 和 Sj ,…,S; 只 依赖 于 St , S;-,， 
55,5. 和 S,. 当然 , 找 出 有 向 图 G 中 各 结 点 满足 定理 4 的 顺序 是 
问题 的 关键 . 

一 个 边 权 为 正 值 的 有 向 图 显然 具有 如 下 性 质 : 

定理 5 设 G=《4V,E) 是 一 个 边 权 为 正 值 的 有 向 图 ,其 中 V 
= {1,2,3 ,п}. WE G 中 ,任意 一 条 最 短 有 向 路 的 长 都 大 于 它 
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的 真子 有 向 路 的 长 ， 

根据 定理 5 知 ,G 中 自 结 点 1 到 其 他 各 结 点 最 短 有 向 路 的 长 
可 按 大 小 排列 如 下 : 

0= S,<S,=---=<S, 

TE, CREER 4 的 条 件 , 因 此 可 以 用 方程 式 (3) 来 求解 .下 
面 给 出 在 边 权 为 正 值 的 有 向 图 中 求 最 短 向 路 的 Dijkstra 算法 . 

(DE Р={1},Т=12,3,++,п}Н 5, =0,S =ze(1,j),j = 
2,3,---,п. 
DE T FIRA ER S, =miniS |,E Р=РЏ іж, 
T=T-|k|.# T= @,# I. TW, 463). 

(3) 对 工 中 每 一 点 j, 置 S. =minl[S,,S, + (2,3), ЖЕ 
向 (2). 

显然 该 算法 经 过 п - 1 次 循环 必 结 束 . 

Dijkstra 算法 上 只 求 出 图 中 一 个 特定 顶点 到 其 它 各 顶点 的 最 短 
路 .但 在 许多 实际 问题 中 ,需求 出 任意 两 点 之 间 的 最 短路 ,如 全 国 
各 城市 之 间 最 短 的 航线 , 选 址 问题 等 . 当然 ,要 求 出 一 个 图 的 任意 
两 点 间 的 最 短路 , 只 需 将 图 中 每 一 个 顶点 依次 视 为 始点 ,然后 用 
Dijkstra 算法 就 可 以 ,但 这 要 用 到 大 量 的 计算 .下面 我 们 先 简要 介 
绍 一 个 比较 好 的 算法 一 一 Floyd(1962) 算 法 . 

为 了 讨论 方便 , 先 定义 矩阵 的 一 种 运算 . 

定义 1 已 知 和 矩阵 A=(ay)wxi,B=(B) x,: 规 定 C=Ax* 
B= (C; ) „хп ,其 中 

C; =тип(ад + bijan tby ‚аш + Бу) 

定义 2 BAERE AS (а,),,..В= (6), ШЕ р= А 

的 B= (dy) mrn EF 


di = min( ay ,b;; ) 
A AAE F sg X RE oR EEP sa RR. 
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已 知 n ИЛЕС, 8 D = (а,),,„ EAG REE, 
В 2, = wli j AE САНАИ, Ша, = whi,j)), 若 结 点 i 到 结 
点 j 无 边 相连 时 , 则 取 4d; = оо. 
然后 依次 计算 出 矩阵 D,D" e, DR S. 
其 中 
DB =D*D=(d pan ` 
DH! = гу?! р= (d: Jaxa 
рі = Dt + р= (cd ,, 
S=DOD ODO OD" =(S,),x, 
由 定义 可 知 ,的 表示 从 结 点 ;到 经 & 边 的 路 (在 有 向 图 中 
即 为 有 向 路 ?中 的 长 度 最 每 者 ,而 S; 为 结 点 ; 到 j 的 所 有 路 (若是 
有 向 图 , 即 为 有 向 路 ) 中 的 长 度 最 短 者 . 
不 难看 出 ,Floyd 算法 的 时 间 复 杂 性 是 Oln). TERNAR 
任意 两 点 间 最 短路 的 Warshall 算法 . 
已 知 n 阶 吉 权 简单 图 G , 设 也 = (4), ERG 的 边 权 和 矩阵 . 
(DHA D; 
(2)k:=1; 
(3)i:= l1; 
(4)d;:=min(d;,d, + d,),j=1,2,: ni 
(5i:=i+1,# iS n 504); 
(6)k:=k+1l,# k<<n , 转 (3); 否 则 停止 . 
该 算法 是 对 i ,j,k 进行 循环 , 故 它 的 复杂 性 是 Ola’), ШТ 
矩阵 D 进行 上 次 修改 . 
例 2 求 图 2-13 中 任意 两 点 间 最 短 有 向 路 的 长 度 ， 
解 图 G 的 边 权 矩阵 D H CESJI A Uis 025 Vgs P,e ie. 
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оо оо со om O 


оо ооз с сю со со 
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со (D сою оо бо сю 


сс) со с) со со со 
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оо оо со оо æ ф1 
оо оо бсо оо со со 

оо оо со оо o 
оо бо оо бо oo со 
со со со со со оо: 
оо со оо со со со 


оо 


p!“ = | 


2 3 4 
1 2 3 
2 
со 


1 


оо 
оо 


о 


% ] 
со оо 


оа с 
ою со 


оо © бо оо оо о 


DOD OD OD = (5,),;, 


D = (di), Pria 4]! = eo, 


р! = (4!#),„., ,其 中 dif! = 50, 


7.98 
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H 5,6 =6 知 , 从 结 点 1 到 Ug 的 最 短 有 向 路 的 长 度 为 6; 由 S; 
2 知 ,从 结 点 ыз 到 о, 的 最 短 有 向 路 的 长 度 为 2; H Sa = оо, М 


结 点 ws 到 о; 没有 有 向 路 .等 等 . 


已 知 G 的 边 权 矩阵 也 ,运用 Warshali 算法 得 


k=1 f 


bo DO 


2 œ 


бо оо o оо со 3 


1 


со со a сс со б 


бо соо со соо со со] 


£ = 2 BF 


о 1 
° оо 
оо со 


&=3 时 


ою сю сс оо о 


оо с 0 со о 


со сос оо оо сю Со 
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о 1 2 3 4 © 
о æ 1 2 3 5" 
р2 1° = @ 1 2 4 
со со со со со 3 
lo со со со со 6 
Lo oo оо oo oo со 
上 二 5 时 
о 1 2 3 4 6) 
о о 1 2 3 5 
о о æ 1 2 4 
D=] о о о o 3 
со со сс co co б 
оо оо o оо со oo 
k = 6 BÍ 
Го 1 2 3 4 6] 
о о 1 2 3 5 
со оо c | 2 
D= | оо оз oo o N 
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第 六 节 “旅行 推销 员 问 题 和 中 国 投 递 员 问题 


旅行 推销 员 问 题 {travelling salesman problem) 是 求 加 权 完 全 
无 向 图 中 的 访问 每 个 项 点 恰好 一 次 且 返 回 出 发 点 的 总 权 数 最 小 的 
闭路 ,又 称 之 为 最 优 哈 密 顿 回路 . 如 果 我 们 将 加 权 图 中 的 结 点 看 作 
城市 ,加权 边 看 作 夏 离 ,旅行 推销 员 问 题 就 成 为 找 出 一 条 最 短路 
线 ,使 得 旅行 推销 员 从 某 个 城市 出 发 ,遍历 每 个 城市 一 次 ,最 后 再 
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回 到 出 发 的 城市 . 

旅行 推销 员 问 题 等 价 于 求 完 全 加 权 图 中 总 权 数 最 小 的 哈密 顿 
回路 .者 选 定 出 发 点 ,对 n 个 城市 进行 排列 , 因 第 二 个 顶点 有 ~ 
1 种 选择 ,第 三 个 顶点 有 л -2 种 选择 ,依次 类 推 ,共有 (x 一 1)! 
条 哈密 顿 回路 , 考虑 经 相反 顺序 来 经 过 一 条 哈密 顿 回 路 ,因而 需要 


检查 (了 条 哈密 顿 回路 ,从 中 找 出 权 和 最 小 的 一 条 . 我 们 知道 


Cm 二! 增长 得 极 快 . 比如 有 25 个 顶点 , 需 考虑 寻 !( 约 为 3.1x 


105 ) 条 不 同 的 哈密 顿 回路 . 假定 检查 每 条 哈密 顿 回路 只 花费 1 纳 
РОО) ,那么 就 需 大 约 1 千 万 年 才能 求 出 该 图 中 长 度 最 短 的 
一 条 哈密 顿 回路 . 

因为 旅行 推销 员 问 题 同 时 具有 实践 和 理论 的 重要 性 ,所 以 已 
经 投 人 了 巨大 的 努力 来 设计 解决 它 的 有 效 算法 .自前 还 没有 找到 
一 个 有 效 算法 , 现 已 证 明 它 是 属于 МРС 问题 . 

当 有 许多 需要 访问 的 顶点 时 ,解决 旅行 推销 员 问 题 的 实际 方 
法 是 使 用 近似 算法 (approximation algorithm) . 

下 面 介绍 简便 的 “最 邻近 方法 "给 出 旅行 推销 员 问题 的 近似 
解 . 

最 邻近 方法 的 步 又 如 下 : 
(1) 由 任意 选择 的 结 点 开始 ,指出 与 该 点 最 靠近 ( 即 权 最 小 ) 的 
点 ,形成 有 一 条 边 的 初始 路 . 

(2) 设 z 表示 最 新 加 到 这 条 路 上 的 结 点 ,从 不 在 路 上 的 所 有 
结 点 中 选 一 个 与 z 最 靠近 的 结 点 ,把 连接 > 与 这 一 结 点 的 边 加 到 
这 条 路 上 .重复 这 一 步 , 直 到 图 中 所 有 结 点 包含 在 路 上 

(3) 将 连接 起 点 与 最 后 加 入 的 结 点 之 间 的 边 加 到 这 条 路 上 ,就 
得 到 一 个 哈密 顿 回 路 , 即 得 问题 的 近似 解 . 

例 1 用 “最 邻近 方法 " 找 出 图 2-14 所 示 加 权 完 全 图 中 具有 
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充分 小 权 的 哈密 顿 回路 . 


— 


EADCBFE 权 和 51 

FCBADEF 权 和 42 
申 上 例 可 知 ,所 选取 的 哈密 顿 回路 不 同 ,其 近似 解 也 不 同 .而 
“最 邻近 插 和 人 方法 ”对 上 述 方法 可 以 进行 改进 ,从 而 产生 一 个 较 好 
的 结果 .该 方法 在 每 次 迭代 中 都 构成 一 个 闭 的 旅行 路 线 . 它 是 由 多 
个 阶段 而 形成 的 一 个 个 旅程 ,逐步 建立 起 来 的 ,每 一 次 比 上 一 次 多 
一 个 顶点 , 即 是 说 ,下 一 个 旅程 总 比 上 一 个 旅程 多 一 个 顶点 .求解 
时 ,在 已 建立 旅程 以 外 的 顶点 中 ,寻找 最 邻近 于 旅程 中 某 个 顶点 的 
顶点 ,然后 将 其 插 和 人 该 旅程 中 ,并 使 增加 的 距离 尽 可 能 小 , 当 全 部 
顶点 收入 这 个 旅程 后 ,就 找到 了 我 们 所 求 的 最 得 哈密 顿 回路 的 近 


. 77 - 


似 解 . 

例 2 用 “最 邻近 插 人 方法" 找 出 图 2-14 所 示 加 权 完 全 图 中 
具有 充分 小 权 的 哈密 顿 回路 . 

解 ” 开 始 于 顶点 A ,组 成 闭 旅程 AA .在 下 一 阶段 ,最 邻近 A 
的 顶点 为 万 ,建立 闭 旅 程 ADA .顶点 B 最 邻近 顶点 A ,建立 闭 旅程 
ADBA. 

接 下 来 ,由 于 C 最 邻近 B, 将 C 插入 ,分 别 得 到 三 个 闭 旅 程 
ACDBA ,ADCBA ,ADBCA ,其 长 度 依次 为 33,20,23, 选 取 长 度 最 
短 的 旅程 ADCBA. 

ҖЕП, ЕЛЕЕ ADCBA 中 顶点 最 邻近 顶点 为 F, 将 下 插入 ,分 
别 得 到 四 个 闭 旅程 AFDCBA、ADFCRBA .ADCEBA .ADCBHBFA, 其 长 
度 依次 为 人 2,34,37,45, 选 取 长 度 最 短 的 旅程 ADFCBA. 

最 后 , 把 顶点 王 插 人 旅程 ADFCRA P, 得 到 五 个 闭 旅程 
AEDFCBA, ADEFCBA, ADFECBA, ADFCEBA, ADFCBEA, 其 长 
度 依次 为 54, 忆 ,60,61,49. 显然 ,长 度 最 得 的 旅程 ADEFCHA Ri 
为 我 们 要 求 的 最 短 哈密 顿 回 路 的 近似 解 . 

中 国 投递 员 问题 [Chinese Postman Problem) 是 由 我 国 管 梅 谷 
教 提 首先 提出 并 加 以 研究 的 .投递 员 在 邮局 分 拒 好 需要 投递 的 邮 
件 后 ,到 他 管辖 的 区 域内 的 每 一 条 街道 投递 ,最 后 返回 邮局 . 对 于 
这 个 问题 ,投递 员 希 望 找 出 一 条 行走 距离 最 短 的 路 线 . 

我 们 把 投递 员 所 管辖 的 投递 区 域 看 作 一 个 连通 的 加 权 无 向 图 
G, EP G 的 顶点 看 作 街道 的 交叉 口 和 端点 ,街道 夏 作 边 , 权 看 作 
街道 的 长 度 . 解 决 中 国 投递 员 问 题 , 就 是 在 连通 加 权 无 向 图 中 , 导 
找 一 条 经 过 每 边 至 少 一 次 且 权 和 最 小 的 闭 链 , 邵 G 的 最 优 环 游 ， 

如 果 对 应 的 图 G 是 欧 拉 图 ,那么 从 对 应 于 邮局 的 顶点 出 发 的 
任何 一 条 欧 拉 回 路 都 是 符合 上 述 要 求 的 投递 员 的 最 优 投递 路 线 ; 
如 果 图 G 只 有 两 个 奇 度数 顶点 z 和 yy, 则 存在 一 条 以 x 和 yy 为 端 
点 的 欧 拉 路 ,因此 ,所 训 求 的 最 优 投递 路 线 是 由 这 条 欧 拉 路 + 31 
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Íz.yl. 

REBA G 不 是 欧 拉 图 .由 于 图 G 有 偶数 个 奇 度数 顶点 ,对 
于 任 两 个 奇 度数 顶点 x My, EG 中 必 有 一 条 路 连结 它们 .将 这 
条 路 上 的 每 条 边 改 为 二 重 边 得 到 新 图 H, , 则 x 和 y REH H 的 
偶 度 数 顶点 ,在 这 条 路 上 的 其 它 项 点 的 度数 均 增 加 2, 即 奇偶 性 不 
变 , 于 是 H, 的 奇 顶点 个 数 比 G 的 奇 顶点 个 数 少 2. 对 H, 重复 上 
述 过 程 得 五 , ,再 对 H, 重复 上 述 过 程 得 三 ; ,…, 经 若干 次 后 ,可 将 
G 中 所 有 奇 度数 顶点 变 成 偶 度 数 顶 点 ,从 而 得 到 多 重 欧 拉 图 G' 
(在 GOP, AAAA u Mo 之 间 连 接 的 边 数 多 于 2, 则 可 去 掉 其 中 
的 偶数 条 多 重 边 ,最 后 剩 下 连接 x 5v 的 1 或 2 条 边 ,这 样 得 到 
的 图 仍 是 Euler 图 ). 这 个 欧 拉 图 G 的 一 条 欧 拉 回 路 就 相应 于 中 
国 投递 员 问 题 的 一 个 可 行 解 , 且 欧 控 回路 的 长 度 等 于 С 的 所 有 边 
的 长 度 加 上 每 次 连 奇 度数 顶点 的 路 的 长 度 . 但 怎样 才能 使 这 样 的 
HAEREERE? 亦 即 如 何 求 G 的 最 优 环 游 呢 ? 

定理 1 设 P 是 加 权 连 通 图 G Жы G 的 所 有 边 至 少 
一 次 的 闭 链 , 则 P 最 优 ( 即 具有 最 小 长 度 ) 的 充 要 条 件 是 : 

(DP 中 没有 二 重 以 上 的 边 ; 

(DE G Юй ЖШС, ЖШ БЛ ЕЕ 的 长 度 之 和 不 超过 这 个 


图 长 度 的 一 半 , 即 (Е) w (C). 


证 明 (人 之) 首先 可 以 肯定 P 中 不 存在 重 数 大 于 2 的 边 .假设 
GQ 有 一 条 长 度 太 于 2 的 圈 Ci , 且 С, 中 重复 边 的 权 和 大 于 С, 的 
权 和 的 一 半 , 则 将 C, 中 原来 无 重复 边 的 边 各 添加 一 条 重复 边 ,而 
将 C, 上 的 各 重复 边 分 别 删 去 一 条 边 ,这 样 重复 边 的 长 度 之 和 减 
少 ,而 Euler 图 的 性 质 不 变 .这 与 Р 的 最 优 性 矛盾 . 

( 擂 ) 只 要 证 明 满 足 定理 条 件 (1),(2) 的 所 有 闭 链 的 长 麻 相 等 . 
因为 这 些 闭 链 要 包含 G 的 所 有 边 , 所 以 只 要 证 明 重复 边 的 长 度 之 
和 相等 即 可 . 
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设 P, 和 P; 是 两 条 满足 定理 条 件 (1),(2) 的 闭 链 , 由 于 P, 和 
P, 可 能 有 相同 的 重复 边 ,只 要 比较 Р, 和 P, 中 不 相同 的 重复 边 
即 可 . 记 P, 和 P, 中 重复 边 的 集合 分 别 为 E, 和 E,, 只 要 比较 
zo (E, - E, )#l ш(Е, -Е,). 

WHE 下 = (Е, —E,)U(E,; 一 Ei) 的 导出 子 图 为 G . 

设 任意 vE У( С). Ж еру) УЖ, Е, ЯП E, FHAN 
数 条 边 与 o 关联 (这 是 因为 由 G 加 入 重复 边 后 得 到 的 图 是 Euler 
图 , 即 每 个 顶点 的 度 均 为 偶数 ). 若 degs (v) AAZ, E, Ж E; 
中 与 o 关联 的 边 数 均 为 偶数 . 因此 ,在 任何 情况 下 ,E, ЖЕ, 中 与 
v 关联 的 边 数 的 奇偶 性 相同 , 设 E, 和 E, 分 别 有 yı 和 У2 Жы 
о 关联 ,其 中 有 y 条 边 同 时 属于 Е, 和 E, , 则 下 中 和 vw 关联 的 边 
数 为 ( ya) + (у уо) = уз t у — 290. НТ y, fll ys 奇偶 性 
相同 ,所 以 下 中 与 v 关联 的 边 数 为 偶数 , 即 C 的 每 个 连通 分 支 是 
Euler 图 .因而 G 可 分 解 成 若干 个 图 ,在 每 一 个 圈 上 ,由 条 件 (2)， 
ЖҒЕ, 的 边 的 长 度 之 和 与 属于 上; 的 边 的 长 度 之 和 和 都 不 超过 图 
长 的 一 半 . ЖЕЕ ЕЛЕК Ж Д-Р E 或 者 属于 已 ; ,因此 每 个 
图 上 E, -E 和 E, -E 的 边 的 长 度 之 和 相同 , 故 可 知 在 G F, 
Z(E, - E,) = (Е, — FE,). 证 毕 

根据 上 面 的 讨论 及 定理 1 ,我们 可 以 设计 出 求 非 Euler AHE 
通 图 G 的 最 优 环 游 的 算法 . 此 算法 称 为 最 优 球 游 的 奇偶 点 图 上 作 
业 法 . 

(ЭЗЕ G 中 所 有 奇 度数 顶点 配 成 对 ,将 每 对 奇 度数 顶点 之 间 
的 一 条 路 上 的 每 边 改 为 二 重 边 ,得 到 一 个 新 图 G ,新 图 G, 中 没 
有 奇 度数 顶点 , 即 G, 为 多 重 Euler 图 . 

(DE G, 中 某 一 对 顶点 之 间 有 多 于 2 条 边 连接 , 划 去 掉 其 中 
的 偶数 条 边 , 留 下 1 条 或 2 条 边 连接 这 两 个 顶点 .直到 每 一 对 相 邻 
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顶点 至 多 由 2 条 边 连接 .得 到 图 G. 

(3) 检 查 С. 的 每 一 个 图 C, 若 某 一 个 图 C 上 重复 边 的 权 和 超 
过 此 图 权 和 的 一 半 , 则 将 C 按 定 理 1 必要 性 的 证 明 过 程 进行 调 
整 . 重复 这 一 过 程 ,直到 对 С, 的 所 有 圈 , 其 重复 边 的 权 和 不 超 此 
图 权 和 的 一 半 ,得 到 图 G. 

(4) 用 Fleury 算法 求 G, 的 Euler 回路 . 

例 3 求 图 2-15 所 示 图 G 的 最 优 环 游 . 


2 110 4 29 5 


Ё 2-15 


# 图 G 中 有 6 个 奇 度数 顶点 wa ,wsyviyazyvean 把 它 
们 配 成 三 对 : v 与 U5 s Ug 与 T7 s Ug 与 va. ТЕЁ G 中 , 取 一 条 连接 
оз 与 us 的 路 vs ng ak as Й los vals (озо, tug us EAE 
复 边 加 人 图 中 ;再 取 o, 与 o, 之 间 一 条 路 ооу тооз, ШОЛ oq, 
05|, | vs, wel ,| v6 ,v7| 作 为 重复 边 加 入 图 中 ,在 vo 和 vo ZHR 
一 条 重复 边 { v, vot ,如 图 2-16 AR, ТАНАКА, 
个 Euler 图. 
”在 图 2-16 中 ,顶点 w 与 vs 之 间 有 三 条 重 边 ,去 掉 其 中 两 
条 ,得 图 2-17 所 示 的 图 ,该 图 仍 是 一 个 Euler EI. 
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2-17 
如 图 2-17 中 , 圈 wp wwitza 的 总 权 为 24, 而 加 上 重复 边 的 
权 和 为 14, 大 于 该 医 总 权 的 一 半 , 于 是 去 掉 边 fv оз Поз, о, | 
上 的 重复 边 , 而 在 边 1v, ,v1 和 | wy ,vn1 上 加 入 重复 边 ,此 时 重复 
边 的 权 和 为 10, 小 于 该 圈 总 权 的 一 半 . 同 理 , 圈 о, осоо 的 总 
权 为 24, 而 重复 边 权 和 为 15, 于 是 去 掉 边 1v; ,wj 和 + vs оу EAI 
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重复 边 ,在 边 1 ws ,ziz} 和 fo ,oj 上 加 重复 边 ,如 图 2-18 所 示 . 


# 2-18 
2-18 中 „В Va Us Uiz Yi Va 的 总 权 为 15, 而 重复 边 的 权 和 
为 8, 从 而 调整 为 图 2- 19 所 示 . 


2 


图 2-19 
图 2-19 中 ,图 vi о.о туту туло 的 总 权 为 36, 而 重复 
边 的 总 权 为 20, 继续 调整 为 图 2-20 所 示 . 
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图 2-20 

检查 图 2-20, 可 知 定理 1 的 (1) 和 (2) 均 满足 , 故 为 最 优 方案 . 
接着 用 Fleury 算法 求 出 图 2-20 所 示 图 的 Euler 回路 , 即 为 图 G 的 
最 优 环 游 . 

由 上 例 可 知 ,对 于 比较 大 的 图 ,要 考察 每 个 圈 上 重复 边 权 和 不 
大 于 该 图 总 权 和 之 一 半 ,确定 每 个 圈 的 时 间 和 党 杂 广 太太 ,1973 F, 
Edmonds 和 Johnson 给 出 了 下 面 的 有 效 算法 . 

Edmonds — Johnson 算法 : 

设 G 是 连通 加 权力 

(1) 求 Vo=1v|v€EV(G),d(v) 为 奇数 |，; 

(2) 对 每 对 顶点 w,vE У, 2(и, о) (а(и, у) жи 与 w 
的 距离 В ¿ 与 之 间 最 短路 的 长 度 ,可 由 Dijkstra 算法 求 得 ); 

(3) 构 作 完 全 图 Kiv , 且 加 权 , 使 Kiy i 以 Ye 为 项 点 集 , 且 
“,®Є Vi Ef, іи, vi АЯ а(н, о); 

(4) 求 K iv | 中 权 最 小 的 完备 匹配 М; 

{5) 在 G PRAM 中 每 条 边 的 两 端点 为 端点 的 最 短路 ; 

(6) 把 (5) 中 求 得 的 每 条 最 短路 上 每 条 边 都 添加 一 条 等 权 的 
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“Л”. 

(7) 在 (6) 中 得 到 的 图 G 上 用 Fleury 算法 求 Euler 回路 , 即 为 
С ЖЛ ИЧЕ. 

Edmonds 一 Johnson 算法 的 时 间 复 杂 度 为 O ! E(G)|. 


习 题 二 


І. 某 企 业 使 用 一 台 设 备 , 每 年 年 初 ,企业 要 考虑 是 购买 新 设 
备 , 还 是 继续 使 用 上 日 设备 . 若 购 团 新 设备 ,就 要 支付 购买 费 , 若 使 用 
旧 的 ,就 要 支付 一 笔 维修 费 .具体 需要 多 少 ,根据 该 设备 使 用 的 年 
数 决 定 . 表 2- 4 给 出 了 企业 对 该 种 设备 的 维修 费用 , 表 2--5 给 出 
了 在 不 同年 代购 买 该 种 设备 所 需 的 费用 ,试制 定 该 企业 五 年 内 的 
设备 更 新 计划 ,使 得 支付 的 费用 最 小 . 
2-4 (单位 : 方 元 ) 


维修 费用 + 18 


42-5 (单位 :万 元 ) 


第 1 年 ; 第 ?年 | 第 3 年 | 第 4 年 | 第 5 年 
u n 12 12 13 


vı 6 : vi 
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2. 已 知 有 6 个 村 庄 , 各 村 的 小 学 生 人 数 如 表 2 一 6 所 示 , 各 村 
庄 间 的 距离 如 图 2-21 所 示 . 现在 计划 建造 一 所 医院 和 一 所 小 学 ， 
问 医 院 应 建 在 哪个 村 庄 才 能 使 最 远 村 庄 的 人 到 医院 看 病 所 走 的 路 
最 短 ? 又 癌 小 学 建 在 哪个 村 庄 使 得 所 有 学 生 上 学 走 的 总 路 程 最 
短 ? 


НЕ n | = | s | = | 
学 生 | so | wj @ | 2 [ 2 Í w 


з. 某 建筑 公司 签订 了 一 项 合同 ,要 为 一 家 制造 公司 建造 一 座 
新 的 加 工厂 .合同 规定 工厂 的 完工 期 限 为 12 个 月 .要 是 工厂 不 能 
在 一 年 内 完工 ,就 要 赔款 ,因此 建筑 公司 通过 认真 分 析 , 找 出 建筑 
工厂 必须 完成 的 各 道 工 序 和 这 些 工 序 之 间 的 先后 关系 ,并 估计 出 
它们 延续 的 时 间 ,如 表 2- 7 所 示 . 建 立 图 论 模 型 ,并 进行 分 析 , 为 
建筑 公司 制定 工程 完工 计划 提供 理论 依据 . 

2-7 BAIRR 


工序 (事项 ) 
平整 土地 
打桩 
运 进 钢材 
运 进 混凝土 
运 进 本 和 料 
运 进 水 管 和 电器 材料 
浇注 地 基 
RERE 
9 安装 生产 设备 
` 10 ”分隔 办 公 室 
H 安装 水 电 和 电器 
12 ”装饰 墙壁 
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4. 设 有 4 .BC 三 只 水 桶 ,容积 分 别 为 12 升 ,9 升 和 5 升 .A 
中 盛 满 12 升水 .试问 :如 何 利 用 空 桶 B ЖС 来 把 A 中 的 水 分 成 两 
半 ? 

5. 非 平凡 连通 图 G Æ Euler А Ц E(G) 能 划分 为 不 
交 子 集 EE (1 委 ; 委 zz) 的 并 , 且 对 任意 ISi Sa, E 的 导出 子 图 是 
G 的 一 个 阐 . 

6. 图 2-22 是 奥 伦 治 的 威廉 王 的 迷 官 平面 图 (建立 于 1690 
年 ,至 今 仍 屹立 着 ). 试 画 出 该 迷宫 所 对 应 的 图 ,再 找 一 条 从 进口 x 
到 中 心 y 的 行走 路 线 . 怎样 确定 从 进口 = 到 中 心 y 前 最 佳 行走 方 
案 . 


ү 
g 
h y i 
a 2 
e h d, 
ж [7А 


图 2-22 

7. 给 定 一 个 由 16 条 线段 构成 的 图 形 ,如 图 2-23 所 示 . 证 明 : 

不 能 引 一 条 折线 与 每 一 线段 怡 好 相交 一 次 .( 折 线 可 以 是 不 圭 
闭 和 的 和 自由 相交 的 ,但 它 的 顶点 不 在 给 定 的 线段 上 ,而 边 也 不 通过 
线段 的 公共 端点 ). 

8. 某 研 究 所 收 到 由 x 个 人 所 寄 的 一 些 问 题 的 解 ,他 们 发 现 每 
个 人 寄 来 4 个 不 同 问题 的 解 ,每 个 间 题 的 解 恰 好 由 两 个 人 同时 给 
出 . 癌 他 们 共 收 到 几 个 不 同 问题 的 解 , 并 证 明 研 究 所 可 以 分 二 次 发 
表 这 些 问题 的 解 ,使 每 人 每 次 怡 好 被 提 到 两 次 . 
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X2 x 


21 


Ё 2-23 

9. £ G ER п 个 结 点 的 简单 无 向 图 ,如 果 G 中 每 一 对 结 
点 度数 之 和 大 于 等 于 n 一 1, 则 G 中 存在 一 条 汉密尔顿 路 ;车 G 中 
每 一 对 结 点 度数 之 和 大 于 等 于 n W G 中 的 存在 一 条 汉密尔顿 回 
路 . 

10. 某 次 会 议 有 20 人 参加 ,其 中 每 个 人 都 至 少 有 10 个 朋友 ， 
这 20 大 转 一 圆桌 入 席 , 要 想 使 与 每 个 人 相 邻 的 两 位 都 是 朋友 是 否 
可 能 ? 

11. 已 知 a,b,c,d,e,f,g 七 个 人 中 ,a 会 讲 英 语 ,5 会 讲 英 
语 和 汉语 ;c 会 讲 英语 .意大利 语 和 俄语 3 d 会 讲 汉 语 和 日 语 ;e 会 
讲 意 大 利 请 和 德语 ; f 会 讲 俄语 日语 和 法 语 ;g 会 讲 德语 和 法 语 . 
能 否 将 他 们 的 座位 安排 在 圆桌 旁 ,使 得 每 个 人 都 能 与 他 身边 的 人 
交谈 . 

12. 今 将 6 人 分 成 3 组 {每 组 2 人 ) 去 完成 3 项 任务 .已 知 每 
个 人 至 少 与 其 余 5 个 人 中 的 3 个 人 能 相互 合作 . 问 : 

1) 能 否 使 得 每 组 的 2 个 人 都 能 相互 合作 ? 

(2) 你 能 给 出 几 种 不 同 的 分 配方 案 ? 
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13. 找 一 种 9 个 a,9 4 b,9 4 c 的 圆 形 排列 ,使 由 字母 1a ， 
b,c! 组 成 的 长 度 为 3 W) 27 个 字 的 每 个 字 仅 出 现 一 次 . 

14. Ж G 是 分 划 为 X,Y 的 二 分 图 , 且 |X| 关 |Y|, 则 G 一 定 
不 是 哈密 顿 图 . 

15. 设 简单 图 G=《V,E),|VIi=n,1E|1= m, 着 有 mm 之 
С2,+2,01 G 是 哈密 顿 图 . 

16. 有 一 个 3x3x3 的 立方 体 , 它 是 由 27 个 1x1x1 的 子 立 
方 体 组 成 .两 个 子 立 方 体 是 相 邻 的 , 当 且 仅 当 它们 上 其 有 公共 面 .一 
根 导 线 ,从 八 个 角 的 某 一 个 子 立 方 体 出 发 , 穿 过 公共 面 进入 其 相 邻 
的 子 立 方 体 . 问 : 最 后 能 否 穿 过 所 有 子 立方 体 而 终止 于 该 立方 体 的 
中 心 ? 

17.п 个 人 参加 一 个 会 议 ,在 会 议 期 间 , 每 天 都 要 在 一 只 圆桌 
上 共 进 晚餐 ,如 果 要 求 每 次 晚餐 就 座 时 ,每 个 人 相 邻 就 座 者 都 不 相 
同 , 问 这 样 的 晚餐 最 多 能 进行 多 少 次 ? 

18. 对 下 列 各 函数 给 出 一 个 尽 可 能 好 的 大 O 估计 . 

(1)(x ` +8)(n +1) 

. (2)(nlogn + п>) (я? +2) 

(aln! +2")(n?*+log(n°+1)) 

(4)(n2 + и (logzn)°)(2" + n°). 

19. ЖИЕ =: +4г+17 R Olr), fH >: PEOL + 4r + 
17). 


图 2-24 
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20. 设 HERS WEHA Ir 224 п JEO(n 1). 

21. 构造 一 种 格雷 码 , 其 中 码 字 都 是 长 度 为 6 的 位 串 . 

22. 求 图 2-24 中 各 图 的 闭 包 . 

23. 画 出 求 加 权 图 G 的 任意 两 . 1 间 最 短路 的 Warshali 算法 
框图 ,并 编程 上 机 运行 . 

24. 显示 算法 ,判断 图 G 是 否 连通 , 若 不 连通 ,有 几 个 连通 分 
支 ,要 求 画 出 算法 框图 ,再 编程 上 机 运行 . 


第 三 意 树 及 其 应 用 


第 一 节 树 的 基本 概念 


树 的 术语 起 源 于 植物 学 和 家 谱 学 . 早 在 1857 年 ,英国 数学 家 
亚 瑟 . 凯 来 (Arthur Cay ley,1821 一 1895) 就 发 现 了 树 ,当时 他 正在 
试图 列举 形 为 C, Ho, 1; 的 化 合 物 的 同 分 异 构 体 . 树 具有 广泛 的 应 
用 ,特别 是 在 计算 机 科学 和 管理 科学 中 .如 用 树 构造 存储 和 传输 数 
据 的 有 效 编码 ,用 树 构 造 最 便宜 的 电话 线 连接 分 布 式 计 算 机 网 络 ， 
用 树 模拟 一 系列 决策 完成 的 过 程 等 . 

定义 1 树 (tree) 是 无 圈 连 通 无 向 图 . 树 中 度数 为 1 的 结 点 称 
为 树 的 时 (leafage). 树 中 度数 大 于 1 ЖАННИ УЕА 
(branch vertex} 或 内 点 .不 相交 的 若干 树 称 为 森林 (forest) , 即 森 林 
的 每 个 连通 分 支 是 树 . 

定理 1 ТЕЙТ 中 无 环 , 且 任 何不 同 两 顶点 间 有 且 仅 有 
一 条 路 . 

证 明 (—)Vxr,y€ YI(T),z 天 yy, 由 于 工 是 连通 图 , 则 r5 
y 之 间 一 定 有 路 . 设 P, 和 P, 是 工 中 两 条 不 同 的 xy 路 , 则 P, U 
P, АВ, НТЛ e€ P, ,但 e & P. BRATE P, U P, -e Ж 
连通 图 . 设 e= (и, vi MFE P. ЦР, 一 e 中 存在 wv 路 卫 , 于 是 P 
+e RA RSCA A. 因此 树 T 的 任何 不 同 两 顶点 间 有 且 仅 
有 一 条 路 ， 

(ERR T HA С.Ж V(c)=1, 则 工 中 有 环 ; 若 Y(c) = 
2, 则 工 中 有 平行 边 ; 若 V(c)223, V r ,y€ vc), 有 两 条 不 同 的 
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ху 路 .这 些 都 与 已 知 矛 盾 ,因此 T 是 无 圈 连 通 图 , 即 T 为 树 . 

定理 2 TER ТЕН V IC E(T),# W(T- e) 
=2. 

ШВ 《一 ) 已 知 了 是 树 ,由 定理 1 知 工 是 简单 连通 图 . 

Ж#е={х,у!ЄЕ(Т),И 丈 ( 开 -6) 委 2. 另 一 方面 ,由 定理 1 
知 rey 是 工 中 唯一 xy 路 ,所 以 x My ET- e 的 不 则 连通 分 支 ， 
于 是 W(T-e) 之 2. 故 W(T-e)=2. 

(< 二) 假设 工 含 圈 C, 并 设 。e= jr, у ЄЕ(С). AFT HEH. 
Ж(Т-е)=2, КЫ e ЖЕЖ, В z fly ТЕТ — е 的 不 同 连通 分 支 
中 .然而 C-e 是 -ee 中 zy 路 ,矛盾 ,所 以 个 是 树 ， 

定理 3 本 是 树 镶 TT 连通 且 s=x 一 1, 其 中 为 工 的 边 数 ,x 
为 的 顶点 数 . 

Ш (=) 工 的 边 数 为 efT) ,顶点 数 为 V(T).e(T)= 
1,VIT)=2 时 ,显然 s(T)= У(Т) -1, 现 假设 对 所 有 边 数 小 于 
eC DER, A e(T)=V(T)-1 ÈX. 

YeEE(T), 由 定理 2 知 ,了 -ee 有 两 个 连通 分 支 , 设 其 为 Т, 
Ж Т,, (Т) = V(T,)-1,s(T,)= V(T:)-1. m e(T)= e 
(Т) +(Т,) +1= (Т) + V(T,)-1= V(T)-1.Ëll e= ә – 
1. 

(<=)п=1 f е=0;п=2 ,е=2; BARS. RA п ИН 
边 数 es= xn 一 1 的 连通 图 不 售 圈 . 

对 于 n+1 ИАЖ с=п 的 连通 图 了 ,有 8 (T)21.# 8 
(T)>2, W 2e = 2н = Z deg(z) 产 2(2 +1), 这 是 不 可 能 的 . 


所 以 存在 x EV(T)， 使 dg(z) =1. 于 是 工 -z Жн 阶 图 , 且 工 
-r 只 有 n 一 1 条 边 .由 归纳 假设 知 工 - z 不 会 图 ,从 而 得 T 是 不 
Еа. ЕТ. 

推论 ТЕЖ e=n- w, ri е Т, n 为 工 的 
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顶点 数 ,w ЖТ 的 连通 分 支 数 . 

定理 4 设 工 是 ， 阶 非 平凡 树 (平凡 图 称 为 平凡 树 ) , 则 了 中 
至 少 有 2 片 树叶 . 

证 明 设 工 是” 阶 非 平凡 树 , 则 ó( T)221. f T # Ж 
Ж, 片 树叶 , 则 2e = > deg(u;)22k +2(n-k)=2n- k. M є 
=n —1,% k2. 

定义 2 设 工 是 有 向 图 ,车 了 的 基础 图 是 树 , 称 工 是 有 向 树 
(directed tree). 

定义 3 仅 一 个 结 点 的 人 度 为 0, 其 余 所 有 结 点 的 人 度 都 为 1 
的 有 向 竺 称 为 根 树 (rooted tree). 人 度 为 0 的 结 点 称 为 根 {root}. 
出 度 为 0 的 结 点 ( 即 度数 为 1 的 结 点 ) 仍 称 为 叶 ;出 度 不 为 0 的 结 
点 称 为 分 枝 点 或 内 点 ( 根 是 特殊 的 分 枝 点 除非 它 是 图 中 唯一 的 项 
点 ). 

由 根 到 某 一 顶点 ”的 有 向 路 的 长 度 , 称 为 顶点 u 的 屋 数 【lev- 
el) . 根 树 的 高 度 就 是 顶点 层 数 的 最 大 值 . 

#1 用 根 树 可 以 表示 家 庭 之 间 的 关系 . 

设 某 祖 先 a 有 两 个 儿子 5,c,B 与 c 又 分 别 有 三 个 儿子 2 ,e,f 
Megh. i а 有 一 个 儿子 j,h AMILT, 1 .这 样 的 家 庭 关 系 
可 以 用 如 下 的 根 树 表示 ,如 图 3-1 所 示 . 

因此 , 根 树 也 称 家 族 树 .同时 也 有 一 些 类 伏 的 术语 .比如 , 设 z 
是 根 树 的 分 枝 点 ,车 从 u Z|; 有 一 条 有 向 边 (z о), ШАРК z H u 
的 儿子 或 и 为 v 的 父亲 ;车 一 个 分 枝 点 有 两 个 儿子 , 则 称 它 们 为 
兄弟 . 若 从 и 到 z 有 一 条 有 向 路 , 则 可 称 > 为 2 的 后 代 或 w 为 = 
的 祖先 等 等 . 

根 树 概念 非常 重要 ,原因 在 于 它 描述 了 一 个 离散 结构 的 层次 
关系 ,而 层次 结构 是 一 种 重要 的 数据 结构 ,因而 有 着 广泛 的 应 用 . 

在 画 根 树 时 ,把 根 画 在 图 的 顶端 .指标 根 树 中 边 的 方向 的 箭头 
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图 3-1 


可 以 省 略 ,因为 对 根 的 选择 确定 了 边 的 方向 . 

E a 是 根 树 里 的 顶点 , 则 以 a 为 根 的 子 树 是 由 a 和 a 的 后 代 
以 及 这 些 顶点 所 关联 的 边 组 成 的 该 树 的 子 图 . 

定义 4 如 果 在 根 树 中 规定 了 每 一 层 上 的 顶点 的 次 序 ,这 样 
的 根 树 称 为 有 序 树 {ordered tree). 

一 般 地 ,在 画 出 的 有 序 树 中 ,规定 同一 层次 的 顶点 的 次 序 为 从 
左 至 右 ( 即 不 能 互 换 ). 也 可 以 规定 用 过 的 次 序 来 代替 顶点 的 次 序 . 

如 图 3-2 所 示 的 (a),(5) 是 两 棵 不 同 的 有 序 树 . 

例如 ,用 图 3-3 所 示 的 有 序 树 表 示 代 数 式 vv + vs (u, + 
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树 中 的 叶 表 示 参 加 运算 的 元 素 , 分 枝 点 表示 相应 的 运算 .运算 
的 次 序 是 先 左 后 右 , 自 下 而 上 .在 分 枝 点 上 的 运算 指示 ,只 有 在 其 
左右 子 树 均 已 变 成 数 或 式 子 时 才 进 行 . 

定义 5 每 个 结 点 的 出 度 不 大 于 m 的 有 序 根 树 称 为 m LB. 
每 个 结 点 的 出 度 恰好 为 m 或 零 的 m 叉 衬 称 为 完全 wm 丸 树 .所 有 
树叶 层次 相同 的 完全 m 叉 树 称 为 正则 m Li. 
- 04: 


Vo V. 


0 
Yı V: 1 层 У; V. 
V; у у; 2 Ё У; Vs 1⁄ 
Va 3 E Ve 
la) (Б) 


图 3-3 
定理 5 VT ESE m XA, E 本 的 树叶 数 为 1 ,分 枝 点 数 
A i Wm- i=. 


证 明 在 完全 m 叉 树 中 ,每 片 叶 子 的 度数 为 1, 根 的 度数 为 
m ,其 余 每 个 分 枝 点 的 度数 为 m + 1. 并 设 丁 有 e 条 边 , 则 2e=:t 
+ m+ (i 一 1)(xm+1), 叉 因为 6=t+i 一 1, 故 (yx 一 1)i=t 一 1. 
证 毕 

下 面 ,我 们 引进 图 的 离 径 ,半径 与 中 心 的 概念. 
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定义 6 图 G 的 一 个 顶点 w 的 高 径 有 只 (z) 定 义 为 
R(v)= max |d(ə,u)! 
图 G 的 半径 尺 (G) 定 义 为 
R(G)= min |R(%)| 
所 有 满足 R(v)= R(G) 的 顶点 v 都 称 作 GG 的 中 心 ， 
显然 ,一 个 图 G 的 直径 为 max |R(w)|. 
例如 ,图 3-4 所 示 的 图 G 中 ,R(u)= R(u,)= R(u,)=3, 
R(a;)=R(u,)=R(us) =2.%% G 的 直径 为 3, 半 径 为 2, uz, us 
与 H3 是 G 的 中 心 . 


Ue Us 


图 3-4 G 

定理 6 Ú P= wwu2…unuirl 是 树 工 的 一 条 最 长 路 , 则 . 

(1) T 的 直径 为 1; 

(2) 若 1 为 奇数 , 设 =2k 一 1, 那么 了 的 半径 为 &, 了 有 两 个 
相 令 的 中 心 , 即 为 u, и, .并且 每 一 条 长 为 ! 的 路 都 通过 这 两 
个 中 心 ; 

(3) 若 1 为 偶数 , 设 /=2& ,那么 本 的 半径 为 x, 丁 中 上 只 有 一 个 
中 心 , 即 为 a .并 且 每 一 条 长 为 ! 的 路 都 通过 中 心 my. 

ШЕ (1) 由 于 树 T 中 只 有 唯一 的 一 条 jz 一 u e P WK d 
Cuist) =i RNA T 的 半径 . 
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(2) u 是 了 中 的 任意 一 个 顶点 , 则 
d(u,ui)+d(u,uy)=d(u i ,u)+ d(u,us )Z2d(uj, ux) 
=2&k 一 1, 所 以 4(и, и) 22 EK d(u,un)2 k, и 的 离 色 
R(&) 之 .所 以 的 半径 R(T) 之 &. 
HF T 中 任意 一 个 顶点 上 ,如 果 在 P 上 , 则 显然 有 dlu, 
u Sk. WE u PEP E,W Р 中 必 存 在 一 个 顶点 u(2 志 i 寺 2k 
-1={4),Т 中 有 一 条 连接 u E u 的 路 QQ ,使 Шуу M2 1 
шло Wax 都 不 在 QQ 上 . 
HT P 是 TT 的 最 长 路 ,所 以 有 以 下 两 个 不 等 式 : 
d(u,u,)S<i-l,d(u,u Sci +1-;i 
如 果 <А, НТР d(w u )=k- 7,0 
d(u,u,)= d(u,u,) td(lu ua) Si ltk—i=k-1l<k 
WMR >k, Mj dlu, и) = dlu nu) td lu, u) Si+- i+ 
i-k=l+l-k=k, МИ ТОШ ТЇ u, diu, u) Sk, AE 
Ru) Sk, МІ R(T)<Ë 
因此 ,R(T)=, 且 К(и,) = А, E u, 为 工 的 一 个 中 心 . 同 理 
可 证 ww 也 是 了 的 一 个 中 心 . 
下 面 证 明 长 为 ! 的 第 一 条 路 PP 一 定 通 过 中 心 wi иь. 
己 的 两 个 端点 分 别 是 zx и", Д н Жн БЛЕР Е.Р ЕҢ 
个 顶点 и, 和 (2 所 i ,所 2k —1),Т HFE u- и, Ж О, Mu- 
и, Ж0, (УСО,)—1и,})ГП\У(Р)= @,(У(О,)-—1н,1)П 
V(P)= Ø. PRR г<). AA T Ж.К Р = ©, ОР(и, и) 
Q, 
如 果 ic =E Ж 
d(u,u )Sd(lu,u,)+d(uj, u, )+d(uj, и) 
sSç(i-1)+(j-i)+(j-1) 
=2(j - 1) 
<<2(k -1)<24 -1=4 
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同 理 , 若 P< is; WD adlu, u) RERS P EKK Hu 
一 ww 路 相 蔬 盾 .因此 ;< 这 就 证 明了 长 为 ! 的 路 一 定 通过 
的 中 心 We FU tegai 

(3) 的 证 明 类 似 于 (2) ， 

52 平面 上 有 2”(a 疡 3) 条 线段 ,其 中 任意 3 条 都 有 公共 端 
A. 证 明 这 = 条 线段 有 一 个 公共 奖 点 . 

证 明 把 这 x 条 线段 的 端点 视 为 一 个 图 G 的 顶点 ,线段 为 G 
的 边 , 由 题 意 知 ,G 是 无 回路 的 连通 图 , 故 GEH, Н G 的 直径 为 
2,|V(Gyi=|E(G)| +I=x+1. u€ V(G),fš 4¿ (u) = 
ACG), H] 4;(и);:>2.Ж ДЕ vE V(G)- lul,do(u)22. k т 
€ м№.(и)–- 121, уЄМ№(0) – імі, іа, СЕС), G 
Е, 52у H d(z,y)=3 5 G RARA 2 F JS Яры, о! 
EEG), WFE х Є № (и) – (х,у № (0) - іу, ЖЕ G 
的 三 条 边 | zi ul iuri lo, y А, УШИТЕ. G 
中 只 有 一 个 顶点 & 是 非 巧 挂 点 ,而 其 余 п TRARRE M 

2n=2|E(G)|= 2, а(х) = а.,(ы)+а 

所 以 de(w) = n и ЈЕ 条 边 的 公共 端点 ,也 即 为 n 
条 线段 的 公共 端点 ， 


第 二 节 ”支撑 树 的 计数 


定义 1 WE T EG 的 一 个 生成 子 图 而 且 又 是 一 棵 树 , 则 称 
T EHG 的 一 棵 生成 树 (spanning tree} 或 支撑 树 .生成 树 T 中 的 
边 称 为 树 了 的 树枝 (branch) ,不 在 生成 树 T 中 的 G 的 边 , 称 为 树 
ТК (chord). 

定理 1 G 有 生成 树 己 G ЖЕЙМ. 

证 明 (=) G 不 连通 ,那么 它 的 生成 子 图 都 不 连通 . 因 
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而 G 不 能 有 生成 树 . 

(<)E са. ТС 的 边 数 最 少 的 连通 生成 子 图 .于 
是 对 YeEE(T),T-e 不 是 连通 图 , 即 了 的 每 一 边 都 是 割 边 , 因 
此 了 是 一 棵 树 , 而 人 了 又 是 G 的 生成 子 图 ,因而 丁 是 G 的 一 棵 生 
成 树 . 证 毕 

下 面 我 们 来 讨论 生成 树 的 计数 问题 . 

EX 2 P D 是 无 环 有 向 图 , 且 DEn TAR Ж.Л р 
的 关联 和 矩阵 M,, .中 划 去 任意 结 点 x 所 对 应 的 行 ,得 到 一 个 (x 一 
1) xe MEREM, , 称 M, 为 也 的 一 个 基本 关联 年 阵 . 

定理 2 (Binet-Cauchy) E: HIP EBE A = (as), | В = 


(Фу) »хм- Ж m&n, M det( AB) = 2 AB, ,其 中 А, Ж В, 者 是 mm 
阶 行列 式 ,A, 是 从 A PRAEH m 列 所 成 的 行列 式 ,B ÆA B 


中 取 相 应 的 xm 行 所 构成 的 行列 式 . 
5 1 
4 3 2 
例如 emae `, 4 N s= h ? | 
28 17 
=|， M Че АВ) =414 
男 一 方面 ,有 


4 3|]5 1 4 2||5 1 
= + 
det( AB) А MIN М p 5 ч 


4 
定理 3 iZ B, 是 有 向 弱 连 通 图 DD 的 某 个 基本 关联 矩阵 , 则 D 
的 不 同 支 撑 树 的 数目 是 det( B.B; ). 其 中 BZ 为 B 的 转 置 矩阵 . 
例 1 E| D RÉ] 3-5 所 示 , 和 解答 下 列 问 题 : 
(1) 求 D 的 不 同 生 成 树 的 数目 . 


2110 3 
.| =414， 
аа 


图 3-5 
(2) 求 D 的 不 合 边 es 的 不 同 生成 树 的 数目 . 
(3) 求 D BJ Л e, 的 不 同 生成 树 的 数目 . 
Ж (1)D 的 关联 第 阵 M 为 


ё! ез ёз е4 es 


wlo -1 1 0 1 
Ж о, 的 基本 关联 矩阵 ,并 记 作 B, , Ml) 
1 1 0 0 0 
B,=|-1 0 -1 -1 0 
0 0 0 1 -i 


vı е1 ъ2 


ег ез 


Va ех v 
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2 -1 0 
于 是 seta! 3 -| =8 
0 -1 2 
所 以 ,DD 中 有 8 棵 不 同 的 生成 树 . 
(DARE D 中 不 含 边 es 的 生成 树 的 数目 ,转化 为 求 图 3-6 
MRA D, 的 不 同 生成 树 的 数目 .图 D, ARRERA M. 


ё| ёз ез 85 
Ui 1 0 
79 -1 Ü -1 
М, = 
1 U3 0 -1 
24 0 -1 


Ж о, 的 基本 关联 年 阵 , 记 作 C, M 


її 0 0 
C,=|-1 0 -1 ә 


0 0 0 -1 
2 -10 
于 是 det(C4C4)=detj -1 2 0|=5, 
0 0 1 


所 以 ,图 p РААД е, 的 支撑 树 的 数目 为 5. 


vı 
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(3) 为 求 图 D PEAH e, 的 支撑 树 的 数 且 ,转化 为 求 图 3-7 
所 示 D, 的 不 同 生成 树 数目 .图 D, 的 关联 和 矩阵 为 M: 
e1 е; е4 е; 
-1 -1 0 0 
—1 -1 -1 1 | 


0 0 1 -1 


11 
М, = vza 


©з 


取 ws 的 基本 关联 矩阵 , 记 作 B, 则 B= | 


-1 -1 0 "| 
0 0 1 -1 


于 是 det( BB! ) = dd ”| =4. 


所 以 ,图 D 中 必 含 边 e; 的 不 同 支撑 树 有 4 ВЕ. 
说 明 (Wi C=B,BI=(C,) ;#k,jZk,W 
gdi i=j 
”一 关联 o ые, 的 边 数 ¿> 
{2) 对 于 连通 无 向 图 G 的 支撑 树 计 数 ,只 需 考虑 G 的 定向 


下 面 来 考虑 生成 根 树 的 计数 . 为 此 , 先 看 一 个 实际 问题 .如 图 
3-8(a) 所 示 根 树 T 的 关联 和 矩阵 记 为 M, wo 的 基本 关联 和 矩阵 记 为 


В,, J 


z 0 0 O 1 осоо 

， _ 

ulo -1 0 0 0 -1 0 0 
现 对 根 树 T 的 结 点 和 边 重 新 编号 ,使 每 边 e= ow, u AE 

v 的 编号 小 于 vw 的 编号 ,同时 e= (о, v;) 的 编号 为 oj; 这样 得 到 
‚102. 


如 图 3-8(6) 所 示 根 树 T. 
i T RIGE о, ВЕЖЕ ЕЕ 
-1 0 0 0 
0 -1 1 1 
0 0 -1 0 
0 0 0- -1 
这 样 B, 是 对 角 和 矩阵 , 且 B TAH B; 通过 初等 变换 得 到 . 显 


В, = 


Ж 
-1 0 0 0 


0 
det( B, ) = det( B, ) = det 0 -1 0 


当然 ,只 有 有 向 树 才 有 此 特征 . 


Vi Ya 
v D 
е ез е ез 
Ya 
W % Я 
ез е1 ё ез 
ta {a) D (6) 
3-8 


定理 4 有 向 弱 连 通 图 D PAu 为 根 的 不 同 支撑 根 树 数 目 


为 det( ВВГ), К В, 表示 DD о, 的 基本 关联 矩阵 B 中 将 全 部 
1 元 素 改 为 0 元 素 之 后 的 矩阵 . 
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第 三 节 深度 优先 搜索 与 广度 优先 搜索 


求 连通 简单 图 С 的 一 棍 生 成 树 的 许多 方法 中 ,深度 优先 搜索 
(depth first search} 是 一 个 十 分 重要 的 算法 .而且 它 在 其 它 许 多 方 
面 也 得 到 了 广泛 的 应 用 ,是 解决 许多 实际 问题 的 有 力 工具 ， 

深度 优先 搜索 的 基本 思想 :任意 选择 图 G 的 一 个 项 点 wm fE 
为 根 .通过 相继 地 添加 边 来 形成 在 顶点 vo 开始 的 路 ,其 中 每 条 新 
边 都 与 路上 的 最 后 一 个 顶点 以 及 不 在 路 上 的 一 个 顶点 相关 联 . 继 
续 尽 可 能 多 地 添加 边 到 这 条 路 . 若 这 条 路 经 过 图 G 的 所 有 顶点 ， 
则 这 条 路 即 为 G 的 一 柳生 成 树 , 车 这 条 路 没有 经 过 图 G 的 所 有 
项 点 ,不 妨 设 形成 这 条 路 的 顶点 顺序 为 vvs es ;vr, 则 返回 到 
路 里 的 次 最 后 顶点 vw,_1, 若 有 可 能 , 则 形成 在 顶点 w, .| 开始 的 经 
过 还 没有 访问 过 的 顶点 的 路 ;否则 , 则 返回 到 路 里 的 顶点 ww _-: , 然 
后 再 试 .重复 这 个 过 程 ,在 所 访问 过 的 最 后 一 个 顶点 上 开始 ,在 路 
上 一 次 返回 一 个 镍 点 ,只 要 有 可 能 就 形成 新 的 路 , 直到 不 能 添加 更 
FHAA. HAE G 是 有 有 限 边 数 的 连通 图 ,所 以 这 个 过 程 以 
产生 生成 树 而 告终 . 在 这 个 算法 的 一 个 阶段 上 ,路 的 末端 顶 点 将 是 
根 树 的 时, 而 在 其 上 开始 构造 路 的 顶点 是 根 树 的 分 枝 点 ， 

深度 优先 搜索 也 称 为 回溯 (back tracking). 

例 1 用 深度 优先 搜索 来 找 出 图 3-9 所 示 图 G 的 生成 树 . 

解 ” 任 意 地 从 顶点 d 开始 .相继 地 添加 与 还 不 在 路 上 的 顶点 
相关 联 的 边 , 只 要 有 可 能 就 继续 下 去 ,产生 四 d е, f.g.h.j.Ë. 
下 一 步 ,回溯 到 j ,不 存在 从 у 开始 的 包含 还 没有 访问 过 的 顶点 的 
路 .再 回溯 到 六 ,形成 路 h,i KREME g,f,e,d, 形 成 路 d,c, 
a. HAWA < ,形成 路 c, b. 这样 就 产生 了 生成 树 . 其 步骤 显示 在 
图 3-10 中 . 
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深度 优先 搜索 的 步 又 : 

设 开始 搜索 的 顶点 标号 为 1, 用 E(T) 表 示 所 求 图 G 的 生成 
树 工 药 边 集 ,以 上 & 为 其 序号 ;v 为 正在 检查 的 顶点 , 为 待 检查 的 
顶点 ,NN(i) 为 给 第 i 个 项 点 的 标号 . 

第 一 步 u:=1,k:=1,N(1):=1 

第 二 步 “ 寻 找 没 有 检验 的 关联 边 . 

(1) 取 与 о 关联 的 第 一 条 没有 检验 的 边 , 设 为 {vw ,wi ,经 过 此 
边 到 达 顶 点 w WEH! u, wi KFA о Э] w. FREF. 

(2) 如 果 没 有 这 样 的 边 , 即 与 顶点 ъ 关联 的 每 一 边 都 已 检验 
过 , 转 第 四 步 ， 

第 三 步 (DË w 是 未 被 访问 过 的 顶点 , 即 N(w) 尚 未 确定 ， 
则 把 边 jv, wHEAWR Е(Т), 5 v:=w,k:=k +1, N(w):= 
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到, 转 第 二 步 . 

(2) 若 w 是 已 被 访问 过 的 顶点 , 即 N(w) 关 0, 回 到 顶点 wv, 转 
BF. 

PUE MWERA T 中 指向 顶点 w Ли, vl. 

{1) 找 到 该 边 返 回 到 顶点 и, о: ww, 转 第 二 步 . 

(DRAH u, vt, WME. 

也 可 以 通过 使 用 广度 优先 搜索 {breadth first search) 来 产生 
连通 简单 图 的 生成 树 .广度 优先 搜索 的 基本 思想 :从 图 的 顶点 中 任 
意 地 选择 一 个 根 ,然后 添加 与 这 个 顶点 相关 联 的 所 有 边 ,在 这 个 阶 
有 段 添 吉 的 新 顶点 成 为 生成 树 里 1 层 上 的 顶点 ,任意 地 排序 它们 .下 
一 步 , 按 顺序 访问 工 屋 上 的 每 一 个 顶点 ,只要 不 产生 回路 ,就 添加 
与 这 个 顶点 相关 联 的 每 条 边 ,这 样 就 产生 了 树 里 2 层 上 的 顶点 . 遵 
循 同样 的 原则 继续 下 去 ,经 有 限 步 骤 后 (因为 图 中 只 有 有 限 条 按 ) 
就 产生 了 生成 树 . 

例 2 用 广度 优先 搜 找 出 图 3-9 所 示 图 G 的 生成 树 ， 

Ж ”选择 顶点 了 作为 根 ,添加 与 了 关联 的 所 有 边 ,所 以 d,e, 
小 为 1 层 顶 点 .再 添加 与 d 关联 的 边 jc,d1 ,与 关联 的 边 |， 
ОУ, А, ВАТ c,i,j 为 2 层 顶 点 .最 后 添加 与 c 关联 的 边 
tla, 和 15,c] ,与 7 关联 的 边 1&,j| ,因此 顶点 a,5, 为 3 层 顶 
点 .其 步骤 如 图 3-11 所 示 . 

最 后 ,我 们 通过 一 个 例题 来 强调 一 下 回 滴 的 用 途 . 

з n 皇后 的 问题 ;要 求 在 nX п 格 的 国际 象棋 盘 上 摆 放 ”= 
个 皇后 ,使 其 不 能 互相 攻击 . 即 任意 两 个 皇后 都 不 处 于 同一 行 、 同 
一 列 或 同一 斜 线 上 . 问 有 多 少 种 摆 法 . 

# ”为 解决 这 个 问题 ,我 们 把 棋盘 的 横 坐 标定 为 ;, 纵 坐标 定 
为 j,i 与 j 的 值 都 是 从 1 到 1. 为 此 ,必须 在 пхп 棋盘 上 找 出 n 
个 位 置 ,使 得 这 些 位 置 中 没有 两 个 是 在 同一 行 上 .同一 列 上 或 在 同 
一 斜 线 上 ( 斜 线 是 由 对 某 个 m 来 说 满足 i+ j= m 或 -j=m 的 


， 106 · 


3-11 

所 有 位 置 (;i ,六 组 成 的 ). 将 用 回溯 来 解决 n 皇后 问题 . 从 空 棋盘 
开始 ,在 二 +1 阶段 上 ,尝试 在 棋盘 上 第 +1 列 里 放置 第 +1 个 
皇后 ,其 中 在 前 列 里 已 经 有 了 第 个 皇后 ;从 第 一 行 开始 ,检查 
第 +1 列 格子 ,寻找 放置 这 个 皇后 的 位 置 ,使 它 与 已 经 在 究 稚 上 
的 皇后 不 在 同一 行 或 同一 斜 线 上 (已 经 知道 它 不 在 则 一 列 里 ); 若 
ER ktl 列 里 找 不 到 放置 皇后 的 位 置 , 则 回潮 到 第 不 列 ,释放 第 
k 个 皇后 原来 的 位 置 , 在 该 列 里 下 一 个 允许 行 里 放置 皇后 ,如 果 这 
样 的 行 存在 的 话 ; 若 没有 这 样 的 行 存在 , 则 继续 回 渭 . 

在 第 一 列 位 置 (1,1) 放 置 皇后 1, 然 后 在 第 二 列 位 置 (3,2) 放 
置 皇后 2; 由 于 在 第 三 列 找 不 到 放置 皇后 3 的 位 置 ,于 是 回潮 第 二 
я), Ж ЕЛКЕА Ла 2 原 有 位 置 (3,2), 在 该 列 的 下 一 个 允许 行 找到 可 行 
位 置 (4,2) 放 置 皇后 2; 在 第 三 列 选 可 行 位 置 {2,3) 放 皇后 3; 由 于 
在 第 四 列 找 不 到 可 行 位 置 , 于 是 回 湖 第 三 列 ,释放 皇后 3 的 原 位 置 
(2,3) ,而 在 该 列 的 下 一 个 允许 行 找 不 到 可 行 位 置 ,再 回潮 第 二 列 ， 
释放 皇后 2 的 原 位 置 (4,2) ,同样 由 于 没有 下 一 个 允许 行 ,继续 回 
潮 到 第 一 列 ,释放 皇后 1 的 原 位 置 (1,1); 在 下 一 个 允许 行 找到 可 
HARO DRESA 1; 依 次 在 第 二 列 找到 位 置 (4,2) 放 皇后 2; 
在 第 三 列 找 到 (1,3) 放 皇后 3; 在 第 四 列 找到 (3.4) 放 皇后 4. 这 样 
就 得 出 图 3-12 所 示 的 解 . 
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图 3-12 
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第 四 节 最 小 支撑 树 


EX 1 连通 加 权 图 里 权 和 最 小 的 支撑 树 称 为 最 小 支撑 树 
(minimum cost spanning tree}. 

在 加 权 连 通 图 中 ,寻求 最 小 支撑 树 的 问题 有 其 实际 背景 ,例如 
在 某 一 国家 或 地 区 , 需 建 造 一 铁路 网 把 一 些 城市 联结 起 来 ,需要 总 
长 度 最 短 或 造价 最 低 ， 

下 面 介绍 构造 最 小 支撑 树 的 两 个 著名 算法 .这 两 个 算法 都 是 
通过 添加 还 没有 使 用 过 的 具有 规定 性 质 且 权 最 小 的 边 来 进行 的 ， 
且 这 两 个 算法 都 是 食 心 算法 的 例子 . 贫 心 算法 是 在 每 个 步骤 上 都 
做 最 优选 择 的 算法 ,该 原理 可 概括 为 “局 部 最 优化 .但 要 注意 ,在 
算法 的 每 个 步骤 上 都 最 优化 ,并 不 保证 产生 全 局 最 优 解 .不 过 ,本 
节 给 出 的 两 个 算法 都 是 产生 最 优 解 的 货 心 等 法 . 

我 们 要 介绍 的 第 一 个 算法 是 罗伯特 ' 普 林 {Robert Clay Prim, 
1921 ~ )# 1957 年 给 出 的 ,这 个 算法 的 基本 思想 :首先 选择 带 最 小 
权 的 边 ,把 它 放 进 支撑 树 里 , 相继 向 树 里 添加 带 最 小 权 的 边 , 这 些 
边 与 已 在 树 插 的 顶点 相关 联 , 并 且 不 与 已 在 树 里 的 边 形成 图 , 当 已 
经 添加 了 n - 1 条 边 为 止 (n HAAR). 下面 是 其 伪 代 码 描述 . 

算法 1 ИЖИ 

procedure prim( G : 带 = 个 顶点 的 连通 无 向 图 ) 

T:= 权 最 小 的 边 

for i:=1 如 2 一 2 

begin 

e:= 与 下 里 顶点 相关 联 的 权 最 小 的 边 , 并 且 若 添加 到 T 里 
则 不 形成 圈 

T: = 添加 e 之 后 的 下 

endi T ÆG 的 最 小 支撑 树 | 
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例 1 用 普 林 算 法 求 图 3-13(a) 所 示 图 的 最 小 支撑 树 . 
解 用 普 林 算法 所 构造 的 最 小 支撑 树 显示 在 图 3-13(5) 里 . 
ашташат. 


图 3-13 
选择 1 2 3 4 5 6 
边 la,bl la,fl 16,8| (ва id,c} ffel 
权 1 2 3 4 5 6 
定理 1 普 林 算 法 是 正确 的 , 即 在 算法 结束 时 ,得 到 一 棵 最 小 


支撑 树 . 

证 明 VZ G 是 一 个 连通 加 权 图 .假定 普 林 算 法 相继 地 选择 的 
边 是 el ,es,"… ,es_1. 设 T, 是 算法 for 循环 经 过 次 迭代 之 后 所 
生成 的 树 ， 即 T, 的 边 集 依 次 为 el ‚,&››°°*°,ё,. 

假定 T, 包含 在 G 的 最 小 支撑 树 丁 中 . 令 V ЕТ, WARR. 
则 算法 选择 一 条 具有 最 小 权 的 边 {a ,51, 其 中 aE У, Рб У, ТЕ 
加 入 到 T, 中 得 到 T, Ща, b ÉE T 中 , 则 i 包含 在 最 小 
支撑 树 中 ;如 果 {a ,5 不 在 工 中 , 则 荆 + la ,5 包含 一 个 图 S. 
在 S 中 选 一 条 不 同 于 jz ,851 的 边 1z ,yj EP EV, убу, Д 
1х, у 201 (а, БАХ. РАТ = Т+ 1a,51 一 1x,y|} 有 小 
于 等 于 Т 的 权 . 因 为 Т, В T' 是 一 个 最 小 支撑 树 .而 
Te BAE TT 中 ,从 而 对 所 有 上 上 =1,2,…,n 1, T, 都 包含 在 G 
的 最 小 支撑 树 里 . 
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下 面 天 给 出 普 林 算 法 的 另 一 种 形式 . 
设 避 是 具有 结 点 1,2,…,n 的 连通 加 权 图 .在 每 一 步 ,一 些 结 
点 具有 临时 标号 ,而 另 一 些 结 点 具有 固定 标号 , 结 点 i 的 标号 表示 
HLEA i 与 ; 之 间 有 一 边 , 则 w(i,j) 等 于 边 1i,j1| 的 权 值 ; 
FAA i 与) 之 间 没 有 边 , 则 w(i,j)= со. {ЕШ G 中 , 任 取 一 个 
结 点 为 初始 结 点 S. 
算法 2 普 林 算 法 的 另 一 种 形式 
procedure prim-altemate| G ;加 权 连 通 图 } 
for 
j:=1 to to n do 
begin 
L: = ws 临时 标号 | 
B(j):=s 
end 
L,: = 0 
设置 L. 为 固定 的 
while 遗留 临时 标号 do 
begin 
选择 最 小 临时 标号 L, 
设置 L. 为 圈定 的 
Hii, B(A T 
HA MAT 
for 每 个 临时 标号 L, do 
if re 人 < L, then 


begin 
L, : =ш(1,Ё) 
B(k):=i 


end 


return 

end {Т AG 的 最 小 支撑 树 ! 

例 2 用 算法 2 求 图 3-13(a) 所 示 图 的 最 小 支撑 树 . 

Ж BAS a 为 初始 点 ,了 为 所 求 的 最 小 支撑 树 , 如 图 3-13 
(5) 所 示 . 

解 题 步骤 如 下 : 

L=% b=l L=15 L5% L=16 L;=2 L, 

В(а) = В(ь) = В(с) = В(4а) = В(е) = В( у) =а 

L,=0 L,=* 


Li=L, L= * 

ib al! >T БТ 

wlh,c)=7<L, 

v (b d) = с 

wib, e) = оо 

(5,7) = 10 

(фк) =3<1, 

І.=7 B(c)=b 1.=3 В(р)=6 


L. =L, L= * 
Рат >T 
wlf,c)= оо 

t (f, d) = ое 
wif, e)=6<L, 
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w(tf,8)=9 
L.=6 B(e)= f 


L, = L, L, = * 
lg,bl—= T g—>T 
wlg,c)=% 
u(g,d)=4< L, 

tv (g,e)= со 


L, =4 B(d)= g 


L, = La 

ld,zl=T d—T 
*(d,c)=5< Le 
wld,e)}=8 


L.=5 B(c)=d 


te, f} >T e= T 

我 们 要 介绍 的 第 二 个 算法 是 约瑟夫 ' 克 重 斯 卡尔 (Joseph Ber- 
nard Kruskal, 1928 — ){Е 1956 年 发 现 的 ,其 基本 思想 为 :选择 图 中 
权 最 小 的 一 条 边 ,相继 淋 加 不 与 已 经 选择 的 边 形成 图 的 权 最 小 的 
边 ,挑选 n -1 条 边 为 化 (其 中 п 为 结 点 的 个 数 ). 该 算法 的 伪 代码 
如 下 . 
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算法 3 克 和 鲁 斯 卡尔 算法 
procedure Kruskal( С: z 个 顶点 的 连通 加 权 无 向 图 ) 
T:= 空 图 . 
for:;:=1tonxn-1 
begin 
e: = HARME 工 里 时 不 形成 圈 的 G 里 权 最 小 的 边 
T: = 添加 e 之 后 的 T 
endi T ЕС 的 最 小 支撑 树 | 
йз 用 克 重 斯 卡尔 算法 求 图 3-13(a) 所 示 图 的 最 小 生成 
树 . 
解 ” 所 构造 的 最 小 支撑 树 也 如 图 3-13(6) 所 示 , 且 相继 选择 
的 边 显示 如 下 : 


选择 1 2 3 4 5 6 
边 Íla,bl ta,fil 15,891 td,gl {c,d| e, fl 
权 1 2 3 4 5 6 


定理 2 IH Kruskal 算法 构 作 的 任何 生成 树 T = G[el, е, 
…,ev-1] 都 是 G 的 最 小 生成 树 ,其 中 为 G 的 结 点 数 . 

证 明 Ú T REG 的 最 小 生成 树 .对 G 的 任何 异 于 了 的 生 
RRT Æ ТА f( T ) 如 下 : 

f(T`)=minlile, ЕТ" 

选取 G 的 一 棵 最 小 生成 树 工 .使 РОТ) К. (Т) = b, 
则 Z ,ep _1 同 时 在 T, 中 和 T 中 ,但 е, ЖЕТ, 中 .因此 To 
+e | 包含 唯一 的 一 个 同 路 , 记 为 C. 则 C 中 至 少 有 一 条 边 设 为 e 
МЕТ Ф.Ю 

Т =(Ту+е)-е, 
ШТ ЕВН n 一 1 条 边 的 连通 图 ,因此 TEG 的 生成 树 ， 

易 得 
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(Т) = (Т) + лебе,)— wle) (1) 
由 于 Kruskal 算法 中 选取 的 边 e ,是 使 G[ el ,e;,… ,ei ] 为 无 
回路 图 的 权 最 小 的 边 , 而 Се, ,es aenea |6 To 的 子 图 , 它 
也 是 无 回路 图 .于 是 可 得 
ш(е'„)2®ш(е,) (2) 
结合 式 {1) 和 式 (2) 有 ш(ТЭ)<ъ(тТ,) 
所 以 TERG 的 一 棵 最 小 支撑 树 .然而 ,由 于 |ei, es,… ,es| 守 
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f(T')>k= f(T,) 

与 Т, НЕННЕ. НТС 的 最 小 支撑 树 .证 毕 

下 面 我 们 再 介绍 求 最 小 生成 树 的 破 圈 法 , 它 是 管 梅 谷 教授 给 
出 的 . 

设 G 是 连通 加 权 简 单 图 ,车 G 不 是 树 , 则 G 中 必 有 回路 ,我 
П С 中 含 于 某 回路 内 权 最 大 的 一 条 边 ,所 得 图 记 为 G.G 
是 G 的 连通 生成 子 图 .下 一 步 , 若 G, 不 是 树 , 又 从 G, 的 某 回路 
内 圳 去 权 最 大 的 一 条 边 ,如 此 下 去 ,最 后 不 能 按 上 述 方式 删 边 时 ， 
得 到 的 图 T EEG 的 一 棵 生成 树 .不 难 证 明 ,了 是 G 的 最 小 生成 
H. 

已 知 连通 加 权 简 单 图 С 如 图 3-14(а) ек. Ё 3-14(2 - f) 
显示 了 用 破 阐 法 逐次 去 边 得 到 的 G .其 中 图 3-14( f): G 的 最 
小 生成 树 . 
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定义 1 W TES: 片 叶子 的 二 叉 树 .其 中 4 片 叶 子 分 别 带 
有 权 тоу, оз, w Ж ТМА У. # W(T)= D) wl 


HLH T 的 权 , 其 中 L AHE w, 的 树叶 的 层 数 . 在 所 有 的 
ЖАХ wi ,ws,…,w, 的 二 叉 树 中 , 带 权 最 小 的 二 叉 树 称 为 最 优 二 
Xp. 

最 优 二 叉 树 问题 源 于 计算 宙 科 学 .生产 管理 等 领域 . 1952 年 
85% (0. A. Huffman) 给 出 了 求 最 优 二 丸 树 的 算法 ,该 算法 的 核 
心思 想 是 从 带 权 w + ws ,wa ,zw 的 最 优 二 叉 树 可 得 到 带 权 
zy way 的 最 优 二 叉 树 .其 步骤 如 下 ， 

“给 定 实数 ww ,zw w, Aw «и SC 810, , 
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(1) 连 接 ww: 为 权 的 两 片 树叶 ,得 一 分 枝 点 ,其 权 为 w + 
wz. 

(2) 在 w t w, оз, to, 中 选 出 两 个 最 小 的 权 , 连 接 它们 
对 应 的 顶点 (不 一 定 都 是 树叶 ) 得 分 梳 点 及 所 带 的 权 . 

(3) 重 复 (2), 直 到 形成 +t -1 个 分 枝 点 ,t 片 树叶 为 止 ， 

引 理 1 存在 一 棵 带 权 a ио «Со, 的 最 优 二 叉 树 了 ， 
使 在 了 中 ,一 定 能 使 带 权 w, w, 的 顶点 为 兄弟 , 且 它 们 的 层 数 相 
同 , 均 为 树 高 . 

证 明 i T ERB w, ww, 的 最 优 二 叉 树 .在 T, 中 ， 
设 " 是 层 数 最 大 的 分 枝 点 之 一 , 它 的 两 个 儿子 =, 和 zw 都 是 树叶 ， 
分 别 带 权 w, 和 wi ,而 不 是 w 和 w 并且 它 们 的 层 数 分 别 为 L 
=1(0,)#/,=1(%,),1, =1,, EA T, 的 高 .现在 把 树叶 v, 和 
vs 所 带 权 w, 和 ws 分 别 与 ww 和 w 交换 ,得 到 一 棵 新 的 带 权 二 
AH T: 下面 证 明 T, 也 是 带 权 w, w u 的 最 优 二 叉 树 ， 
Н.У +o, 和 ws 的 树叶 是 兄弟 .因为 w, w, 是 最 小 的 两 个 权 . 
x 
(Ту) = або) t wilo) + T wdi) + ulu) + 
WT) = wl u) tall vd + Tan (ы, ) + wd (vs) +. 
于 是 W(T,)—- W(T.)= (u, w) Cu) (о )) + (u, — 
т») (аъ) (оз ))Z20 

所 以 (Т) W(T,), XE T, ЖИИ тото, с, лр, 的 
最 优 二 叉 树 ,因此 W(T;)= W(T,). АШИ T, 是 带 权 w, 
ш.) w, HRR IH, BAI ш, ,ws 的 树叶 是 兄弟 ,其 层 数 
为 树 高 . 

定理 1 i T APR ae Съ SC Sun, 的 最 优 二 叉 树 ,车 将 
以 带 权 <o, 和 <o, 的 树叶 为 儿子 的 分 核 点 改 为 带 权 zo, + zo, 的 树 
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叶 ,得 到 一 棵 新 树 T , 则 位 也 是 最 优 二 叉 树 . 

ШЕ HE, A W(T)= W(T')+ w +w. 

若 人 不 是 最 优 二 叉 树 , 则 必 有 另 一 棵 带 权 w + w, w, 
w, 的 最 优 二 叉 树 了 .对 ТИ лө, + wi 的 树叶 Vo ,生成 两 
个 儿子 ,得 到 新 树 Т, W(T)= (Т) + w tw AA TE 
Я и + шз, шз, о, 的 最 优 树 , 故 W ( T) < w ( T). Ж 
WCTD)<WCOTD), 则 WW(T)< (Т), УТЕНА w, w, 
"w, 的 最 优 二 叉 树 矛盾 ,因此 (Т) = (Т), ТА 
wi 十 0з шз, w, 的 最 优 二 叉 树 ,证 毕 

由 上 述 定理 ,要 画 一 棵 带 有 г 个 权 的 最 优 二 叉 树 ,可 简化 为 画 
一 棵 带 有 上 -1 个 权 的 最 优 二 叉 树 ,而 这 又 可 简化 为 画 一 棵 带 有 z 
-2 个 权 的 最 优 二 又 树 , 依 此 类 推 . 

例 1 求 带 权 为 1,3,5,7,8,11,13 的 最 优 二 叉 树 . 

: 9 


15 
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Ж 图 3-15 给 出 了 求 最 优 二 叉 树 的 过 程 , 且 W(T)=124. 

利用 哈 夫 曼 算 法 可 以 产生 最 优 前 统 码 ,首先 介绍 前 弧 码 . 

通信 中 ,常用 0 和 1 组 成 的 二 进 制 序列 表示 26 个 英文 字母 . 
我 们 知道 ,长 度 为 1 的 二 进 制 序列 有 2 个 ,长 度 为 2 的 二 进 制 序列 
有 个 ,长 度 为 3 的 二 进 制 序列 有 2 个 ,…, 长 度 为 i 的 二 进 制 
序列 有 2 个 .因此 ,用 长 度 不 超过 4 的 二 进 序列 就 可 以 表达 26 个 
不 同 英 文字 母 .由 于 字母 使 用 的 频率 不 同 ,为 尽量 缩小 传输 量 , 把 
出 现 频率 高 的 字母 用 较 短 的 二 进 制 序列 表示 .但 在 接收 端 ,必须 把 
收 到 的 一 长 串 二 进 制 序列 分 割 成 单个 字母 对 应 的 二 进 制 序列 , 即 
正确 译 码 . 比如, 我们 用 00 表示 е, Н 01 表示 t, H 0001 表示 q, 
那么 当 接收 端 收 到 依 息 串 0001 时 ,就 不 能 决定 传递 的 信息 是 et 
还 是 g? 为 此 我 们 要 引入 前 缀 码 . 

定义 2 有 一 个 序列 的 集合 ,如 果 在 这 个 集合 中 ,任何 序列 都 
不 蚌 男 一 个 序列 的 前 缀 , 则 称 这 个 集合 为 前 经 码 . 

例如 , 001 是 001011 ЯГ, 而 不 是 010011 Я. Ж 
1000,001,01,10,11] 1139194, 17 11,00,01,000,00011 2:81 
9. 

由 一 棵 二 又 树 可 以 产生 一 个 前 缀 码 . 将 一 棵 二 叉 树 的 每 个 分 

梳 点 与 它 左 儿子 之 间 的 边 记 为 0, 和 它 右 儿子 之 间 的 边 记 为 1, 把 
从 根 到 每 个 叶子 所 经 过 边 的 记号 序列 作为 叶子 的 记号 ,这 些 叶 子 
标记 的 集合 就 是 一 个 前 缀 码 . 

例如 ,图 3- 16 所 示 二 丸 树 产生 的 前 绢 码 为 

100,10,011,111,0100,0101} 

对 26 个 英文 字母 , 设 各 字母 使 用 的 频率 分 别 为 P , P: ,…， 
Py ; 求 出 带 权 Pi, Pi Py 的 最 优 二 义 树 ,从 而 解决 最 佳 编码 问 
K. 

最 后 要 说 明 的 一 个 问题 , 即 任何 一 棵 有 序 树 都 可 以 把 它 改写 

为 一 棵 对 应 的 二 叉 树 .其 一 般 步 又 为 :{1) 从 根 结 点 开始 ,保留 根 结 
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图 3-16 

点 园 其 最 左边 儿子 的 连 线 ,人 删 去 与 其 它 儿子 的 连 线 .(2) 兄 弟 间 从 
左 向 右 加 线 连 接 .(3) 用 如 下 方法 选 定 二 叉 树 的 左 儿 子 和 右 儿子 : 
直接 处 于 给 定 结 点 下 面 的 结 点 作为 左 儿 子 ;对 于 同一 水 平 线 上 与 
给 定 结 点 右 邻 的 结 点 作为 右 儿 子 ,依次 类 推 . 

例 2 将 图 3-17(a) 所 示 树 转化 为 二 叉 树 . 

解 ”对 (a) 进 行 步骤 (1).(2) 得 3-17(b) 图 ,再 按 (3) 得 3-17 
(c) 图 , 则 3-17(c 图 即 为 所 求 的 二 叉 树 . 
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反 过 来 ,我 们 也 可 将 图 3-17(c) 还 原 为 3-17(a). 
一 个 森林 也 可 转换 为 二 叉 树 .其 步骤 为 : 
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(1) 先 把 森林 中 每 一 棵 树 表 示 成 一 棵 二 了 义 树 . 
(2) 除 第 一 棵 二 叉 树 外 ,依次 将 每 棵 二 叉 树 作为 左边 二 叉 树 的 
BRETH, 直到 所 有 的 二 义 树 都 连 成 一 棵 二 丸 权 为止. 
例 3 将 图 3-18(a) 所 示 的 森林 转 为 一 棵 二 叉 树 . 
# ”如 图 3-18(b) 所 示 的 二 叉 树 即 为 所 求 ， 


图 3-18 
当然 ,也 可 以 将 一 焰 二 叉 树 转换 成 森林 . 


第 六 节 ”二 又 查找 树 与 决策 树 


设 有 一 个 集合 S,S 中 的 元 素 可 以 被 排序 .例如 , 若 S 中 元 素 
为 数字 ,我们 可 以 用 普通 的 数字 序 ; 若 元 素 是 字符 溃 ,我 们 采用 字 
典 序 .在 计算 机 科学 中 ,二 叉 树 被 广泛 用 来 存储 可 排列 集合 的 元 
素 .如 果 数 据 (wv) 被 存 于 结 点 o 中 ,数据 dz) 被 存 于 结 点 mw 
中 ,为 保证 dtwv) 和 4(w) 之 间 存 在 着 某 种 媒 序 关系 ,可 以 选择 二 
ХЖ. 

定义 1 一 棵 二 屎 查找 树 是 一 棵 二 叉 树 ,其 数据 与 结 点 有 关 . 
数据 被 用 以 下 方式 组 织 起 来 ,对 树 中 某 个 结 点 o 而 言 ,其 左 子 树 
中 每 个 结 点 的 数据 都 小 于 o 中 的 数据 ;其 右 子 树 中 每 个 结 点 的 数 
据 都 大 于 v 中 的 数据 . 
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下 面 的 递归 过 程 用 来 形成 项 的 列表 的 二 丸 查 找 树 . 从 只 包含 
一 个 顶点 ( 即 根 ) 的 树 开 始 .指定 列表 中 第 一 个 项 作为 这 个 根 的 关 
键 字 .为 了 添加 新 的 项 ,首先 比较 它 与 已 经 在 树 里 的 顶点 的 关键 
字 , 从 根 开始 ,车 这 个 项 小 于 所 比较 顶点 的 关键 字 而 且 这 个 顶点 有 
左 儿 子 , 则 向 左 移动 ,或 者 车 这 个 项 大 于 所 比较 顶点 的 关键 字 而 且 
这 个 顶点 有 右 儿 子 , 则 向 右 移动 . 当 这 个 项 小 于 所 比较 顶点 的 关键 
字 而 且 这 个 顶点 没有 左 儿 子 时 ,就 捅 入 以 这 个 项 作为 关键 字 的 一 
个 新 顶点 来 作为 这 个 顶点 的 左 儿子 . 同 理 , 当 这 个 项 大 于 所 比较 项 
点 的 关键 字 而 且 这 个 顶点 没有 右 儿 子 时 ,就 插 人 以 这 个 项 作为 关 
键 字 的 一 个 新 顶点 来 作为 这 个 顶点 的 右 儿 子 . 用 下 面 的 例子 来 说 
明 这 个 过 程 . 

例 1 用 字母 顺序 建立 下 面 这 些 单词 的 二 丸 查 找 树 :oenolo- 
gy，phrenology，campanology, ornithology, ichthyology, limnology, 
alchemy, astrology. 

RO ”可 以 故 在 如 图 3-19 所 示 的 二 叉 查 找 树 中 、 


oenology 


phrenology 
campanoclogy 


ornithology 


ichthyology 


limnology 


astrology 


3-19 
使 用 二 灵 查 找 料 对 于 查找 数据 很 有 和 帮助 ,也 就 是 说 ,给 定数 据 
р.и яе D 是 否 在 一 棵 二 叉 查 找 树 中 . 如果 在 ,还 可 确 
定 其 位 置 . 要 确定 数据 D 的 位 置 ,我 们 要 从 树 根 开始 ,比较 D 与 
当前 结 点 中 的 数据 , 若 D 与 当前 结 点 中 数据 一 致 ,我 们 便 找到 了 
,并 停止 :车厂 小 于 当前 结 点 中 数据 ,我 们 就 移 向 左 孩子 ,并 重 
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复 这 个 过 程 ; 若 D 大 于 当前 结 点 中 数据 ,我 们 就 移 向 右 孩 子 , 并 重 
复 这 个 过 程 ;一 旦 当前 结 点 为 空 ,我 们 就 可 以 认定 D 不在 树 中 . 

下 面 我 们 来 介绍 决策 树 .每 个 内 点 都 对 应 车 一 次 决策 ,这 些 顶 
点 的 子 树 都 对 应 着 该 决策 的 每 种 可 能 结果 ,这 样 的 有 序 树 称 为 决 
策 树 . 

例 2 有 8 枚 外 观 相 同 的 硬币 ,其 中 有 7 枚 重量 相同 ,而 剩余 
的 一 枚 伪 币 的 重量 较 轻 . 要 求 以 比较 重量 的 方法 用 一 架 天 平 去 找 
出 伪 币 . 

Ж 为 了 便于 描述 这 一 问题 的 解决 过 程 ,我 们 用 1—8 标记 硬 
币 .每 次 量 稀有 3 种 可 能 : 左 盘 低下 ,保持 水 平 , 右 盘 低下 .图 3-20 
给 出 这 一 解决 过 程 的 决策 图 .图 中 @ 表示 不 会 出 现 的 结果 .决策 
树 的 结 点 左 侧 标记 着 状态 ,这 里 表示 包含 有 人 的 币 的 硬币 集合 , 右 侧 
标记 测试 内 容 . 


图 3-20 
以 上 例子 说 明 :决策 树 的 每 一 内 部 结 点 对 应 于 一 个 部 分 解 ;每 
个 叶子 对 应 于 一 个 解 .每 一 内 部 结 点 联结 于 一 个 获得 新 信息 的 测 
试 .从 每 一 结 点 出 发 的 每 一 梳 标 记 着 不 同 的 测试 结果 .一 个 解决 过 
程 的 执行 对 应 于 通过 从 根 到 叶 的 一 条 路 .一 个 决策 树 是 所 有 可 能 
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的 解决 路 的 集合 . 

例 3 有 5S 枚 外 观 相同 的 硬币 ,其 中 有 4 KAEN, MAA 
的 一 六 伪 币 的 重量 或 轻 或 重 , 要 求 以 比较 重量 的 方法 用 一 架 天 平 
找 出 其 中 的 伪 币 . 

ж 仍 用 1 一 5 标识 硬币 .图 3-21 给 出 这 一 解决 过 程 的 决策 


3H 4L Ф LO 5H Фан э 


图 3-21 

需要 注意 ,一 个 决策 树 是 一 个 算法 的 描述 , 而 一 个 查找 树 是 一 
个 数据 结构 .例如 ,图 3-22(a) 所 示 的 是 一 棵 二 叉 查 找 树 , 结 点 标 
记 i(7), 这 里 i 是 结 点 索引 号 ,而 了 是 存 贮 于 该 结 点 的 记录 的 键 
值 .对 应 于 搜索 这 棵 树 的 一 棵 决策 树 如 图 3-224b) 所 示 ,图 中 加 方 
ERE FERRA MARHE. 

我 们 还 可 以 用 决策 树 估计 排序 的 最 坏 情 况 时 间 . 排序 问题 可 
描述 为 ;将 n CILE zr ,zz，…z 接 升序 或 降序 排列 .这 里 将 研 
究 的 排序 算法 都 是 基于 二 叉 比 较 , 即 一 次 比较 两 个 元 素 .每 次 这 样 
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16) 


2(3) 8(9) 


402) 54) 611 


(а) (b) 


图 3-22 

的 比较 都 缩小 了 可 能 的 排序 集合 .因此 ,基于 二 叉 比 较 的 排序 算法 
可 以 表示 成 二 丸 决策 树 ,其 中 每 个 内 点 表示 两 个 元 素 的 一 次 比较 . 
每 个 树叶 表示 п 个 元 素 的 n! 种 排列 中 的 一 种 . 

例 4 图 3-23 所 示 的 决策 树 给 出 了 一 个 对 а, Б, с 进行 排序 
的 算法 . 

对 基于 二 叉 比 较 的 排序 来 说 ,其 复杂 性 是 通过 所 用 的 二 又 比 
较 的 次 数 来 度量 的 .排序 有 n 个 元 素 的 列表 所 需要 的 最 多 比较 次 
数 就 给 出 了 这 个 算法 的 最 坏 情 形 复 杂 性 ,所 用 的 最 多 比较 次 数 等 
于 表示 这 个 排序 过 程 的 决策 树 的 高 度 . 因为 带 n! 个 树叶 的 二 叉 
树 的 层 数 至 少 是 logn11(|z| 是 大 于 或 等 于 z 的 最 小 整数 ). 

定理 1 基于 二 丸 比 较 的 排序 算法 至 少 需 要 flogn! | 次 比较 ， 

我 们 知道 logn! = O(nlogn). 因 此 ,车 一 个 排序 算法 具有 
O(nlogn) 的 时 间 复 杂 性 ,在 时 间 复 杂 性 的 大 O 估计 的 意义 下 , 则 
它 就 是 尽 可 能 地 有 效 的 . 
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3-23 


J ж 三 


І. 设 无 向 图 G 是 由 (之 2) 棵 树 构成 的 森林 ,已 知 G 中 有 > 
个 顶点 ,za 条 边 , 则 т=п – Е. 
2. 设 无 向 图 G PAn 个 顶点 im 条 边 , 且 mèn, WI] G 中 必 
AE. 
3. 已 知 一 棵 无 向 树 T 有 三 个 3 度 顶 点 ,一 个 2 度 顶点 ,其 余 
的 都 是 1 度 项 点 , 试 求 T 中 叶子 数 . 
4. 用 图 3-24 中 所 示 的 三 个 星 形 图 的 并 , 能 构造 出 多 少 棵 非 
同 构 的 树 ? 
5. 画 出 具有 七 个 顶点 的 所 有 非 同 构 的 树 . 
6. 有 和 多少 裸 非 同 构 的 带 有 5 个 顶点 的 根 树 . (使 用 有 向 图 的 
А) 
7. 假定 1000 个 人 参加 围棋 巡回 赛 . 若 一 个 选手 输 掉 一 盘 就 
遭 到 淘汰 ,而 且 比 赛 进行 到 只 有 一 位 参加 者 还 没有 输 过 为 止 , 则 利 
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El 3-24 

用 这 个 巡回 赛 的 根 树 模 型 ЖЕ T th 3 Ji F£ БЕ? 
(假定 没有 平局 ) 

8. WH, ERREA h Hm 叉 树 里 至 多 有 m 个 树叶 .( 对 高 度 
使 用 数学 归纳 法 ) 

9. 标记 树 是 其 中 每 个 顶点 都 指定 了 标记 的 树 , 当 在 两 个 标记 
树 之 间 存 在 保持 硕 点 标记 的 同 构 时 ,就 把 这 两 个 标记 树 当 作 同 构 
的 .过 3 个 顶点 的 不 同 构 的 标记 树 有 多 少 棵 ? 过 4 个 顶点 呢 ? 过 
п TAW? 

10. 证 明 树 是 一 个 二 分 图 .哪些 完全 二 分 图 К, „ЖИ? 

11. 在 图 3-25(a) 所 示 的 加 权 图 中 共有 多 少 棵 生成 树 ,它们 的 
权 各 为 多 少 ? 


图 3-25 
12. 通过 删除 圈 里 的 边 来 分 别 求 图 3-25(b) lH Д. 
13. 用 深度 和 广度 优先 搜索 分 别 构造 图 3-26(a)(b}) 的 生成 
树 . 
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图 3-26 

14. 证 明 ,每 个 顶点 的 人 度 和 出 度 都 相等 的 弱 连 通 有 向 图 有 
根 生 成 树 .( 使 用 欧 拉 回 路 ) 

15. 为 5 皇后 和 6 皇后 问题 找到 一 个 解 . 

16. 写 一 个 广度 优先 搜索 算法 检查 图 是 否 连通 . 

17. 写 一 个 深度 优先 搜索 算法 检查 图 是 否 连通 . 

18. 如 果 连 通 加 权 图 G 的 权 值 互 不 相同 , 则 G 有 唯一 一 棵 最 
小 生成 树 . 

19. 如 果 e 是 G 的 一 条 边 , 它 的 权 值 比 其 他 所 有 边 的 权 值 都 
要 小 , 则 е 存在 于 G 的 每 个 最 小 生成 树 中 ， 

20. 求 有 上 个 叶子 的 完全 二 叉 树 的 最 大 高 度 . 

21. 构造 单词 old, programmers, never, die, they, just, lost, 
their, memories №]. Ж Еф. 

22. 构造 单词 mathematics, physics, geography , zoology , meteo- 
rology , geology , psychology , chemistry 的 二 叉 查 找 树 . 

23.12 KOLARA , ДНР —Br ЕНЕН sk ЁН Ж. A 
用 决策 树 描 述 一 个 算法 ,使 得 只 用 一 个 天 平 且 最 多 进行 三 次 比较 
就 可 以 确定 出 坏 币 并 且 判 断 出 它 是 轻 是 重 . 

24.4 校外 观 相 同 的 硬币 ,其 中 有 3 校 重 量 相等 , 另 一 校 比 它 
们 或 轻 或 重 . 试用 决策 树 描述 一 个 算法 ,使 得 仅 用 一 个 天 平 且 最 多 
进行 两 次 比较 就 可 以 确定 出 坏 币 (不 必 确 定 它 是 轻 是 重 ). 

25. 根据 图 3-27, 使 用 哈 夫 总 码 对 每 个 二 进 制 申 进行 解码 . 
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(1)011000010 (2)01110100110 
(3)01111001001110 (4)1110011101001111 
26. 根据 图 3-27 ,使 用 险 夫 存 码 对 下 列 单词 进行 解码 ， 
{l)den (2)need (3)leaden (4)penned 
27. 对 表 3.1 中 的 字符 集 构造 一 个 最 优 哈 夫 曼 码 . 


#3.1 
字符 频 率 
а 5 
8 6 
y 6 
ё 11 
t 20 


3-27 


28. 编程 解答 下 列 问题 ， 

《1) 显 示 全 部 的 互 不 同 构 的 带 有 了 个 顶点 的 树 ， 

(2) 根 据 英文 字母 在 普通 英文 资料 中 出 现 的 频率 ,构造 一 种 字 
和 母 的 哈 夫 曼 码 ， 

(3) 求 п 个 顶点 的 连通 加 权 简 单 图 的 最 小 生成 树 ， 
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第 四 章平 面 图 


第 一 节 平面 图 


图 的 平 曾 性 问题 ,除了 它 的 理论 意义 外 ,有 许多 实际 应 用 . 例 
如 , 单 面 印刷 电路 板 和 和 集成 电路 的 布线 问题 . 近年 来 ,大 规模 集成 
电路 的 发 展 促进 了 图 的 平面 性 的 研究 . 

定义 1 WRA G 能 够 示 画 在 曲面 S( 如 平面 .球面 .双环 面 
等 ) 上 , 且 使 得 它 的 边 仅 在 端点 处 相交 , 则 称 С 可 其 入 曲面 S(em- 
beddable in the surface). ПЖ СИ АЕА Е, Д С 是 可 
平面 图 (plan graph) ,已 经 内 人 平面 上 的 图 G 称 为 G 的 平面 表示 

可 平面 图 G 与 G 的 平面 表示 各 是 同 构 的 .在 不 产生 混淆 的 
情况 下 , 这 两 个 概念 通常 不 加 以 区 别 , 都 简称 为 平面 图 (planar 
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graph). 

设 N 是 球面 的 北极 ,平面 P 在 球 的 下 方 , 则 平面 上 任 一 点 g 
БМ 的 连 线 必 过 球面 上 的 唯一 点 g . 即 球面 上 的 点 与 平面 上 的 点 
存在 一 一 对 应 . 

定理 1 图 G 可 嵌入 球面 写 图 GIRAFE. 

为 此 ,我 们 只 需 讨 论 图 的 平面 嵌 人 . 

例 1 4-1(a) 所 示 的 Q, 是 否 可 平面 性 ? 

R Q, 是 可 平面 性 的 , 它 的 一 种 平面 表示 如 图 4-1(b). 


4-1 
定义 2 设 G 是 一 个 平面 图 ,由 G 中 的 边 所 包围 的 区 域 ,在 
KRATERA G 的 结 点 ,也 不 包含 G 的 边 ,这样 的 区 域 称 为 G 
的 一 个 面 {face). 有 界 区 域 称 为 内 部 面 ,无界 区 域 称 为 外 部 面 . 包 
国画 的 长 度 最 短 的 闲 链 称 为 该 面 的 边界 (boundary}. 面 的 边界 的 
长 度 称 为 该 罕 的 度数 {degree of a face). 
例 2 指出 图 4-2 所 示 平 面 图 的 面 . 面 的 边界 , 面 的 度数 . 
解 面 了 1, 其 边界 1e5Ses4es3er2ewl,d(f1)=5 
HI А.Я 1е102е867е61,4() = 3 
面 f; ,其 边界 2e.3e Te 2, d(f,)=3 
Ë Zf, ЖУТУ 3e,4e;7e 3,d(f,)=3 
外 部 面 f; ,其 边界 [e 5er4ez6ez4es7e91,d (f5) = 6 
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Bl 4-2 
定理 2 对 任何 平面 图 G , 面 的 度数 之 和 为 边 数 的 二 倍 . 
定理 3( 欧 拉 公式 ) 设 G 是 带 e Ж, v 个 顶点 和 个 面 的 
平面 图 , 则 "一 e+r=2. 
证 明 (1)e=1 时 ,图 G 有 两 种 情形 ,如 图 4-3 所 示 , 其 中 任 
一 种 情况 都 满足 公式 . 
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v=2 е=1 r=1 v=1 е=1 r=2 
图 4-3 

(2) 假 设 公式 对 有 п 条 边 的 图 成 立 . 设 G 有 n+1 条 边 . 

E G AAA, ERA x ,从 结 点 т 开始 沿路 行走 . 因 G 不 
会 图 ,所 以 每 次 沿 一 边 总 能 达到 一 个 新 结 点 ,最 后 我 们 会 到 达 一 个 
度数 为 1 的 结 点 ,不妨 设 为 a ,在 结 点 a 不 能 再 继续 前 进 .删除 结 
Жа 及 其 关联 的 边 得 图 G’,G’ 含 有" 条 边 .由 假设 公式 对 G' 成 
立 , 而 G ЕС 多 一 个 结 点 和 一 条 边 , 且 G 与 G' 面 数 相同 , 故 公 式 
也 适用 于 G. 

# СНЕ ЕС, y E с 上 的 一 边 , 则 边 у 一 定 是 两 个 不 
同 面 的 边界 的 一 部 分 .这 时 ,我 们 删除 边 y 得 图 如 , 则 Сап 条 
边 , 由 假设 公式 对 G "成立 . 而 G 比 G' 多 一 边 和 多 一 面 ,G ЫС 
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顶点 数 相同 , 故 公式 也 适合 于 G. 

(3) 由 (1)(2) 及 数学 归纳 法 知 定理 成 立 ， 

推论 1 i G EHe 条 边 和 w 个 顶点 的 连通 平面 简单 图 ,其 
ф 0223, e 委 3v 一 6. 

ШЕ 由 于 G 是 简单 图 ,因此 G 的 每 个 面 的 度数 至 少 为 3. 
所 以 ,2e = D, d (之 3r, 其 中 为 G 的 面 数 .由 网 拉 公式 得 
е<3ъ – 6. 

推论 2 É G Eh Жо 个 顶点 的 连通 平面 简单 图 ,其 
中 223 且 没 有 长 度 为 3 ЮИ, А e 委 2u 一 4. 

证 明 GG 的 每 个 面 的 度数 至 少 为 4. 

Юз К; ЖК, ЕРНИ. 

я К, 有 5 个 顶点 10 条 边 , 而 3x5-6=9, 即 10>9, 故 
由 推论 1 知 ,Ks 是 非 平 面 图 . 

图 丘 ; ;没有 长 度 为 3 的 圈 , 旦 有 6 个 顶点 9 条 边 , 因 而 9>2 
x6 一 4, 故 由 推论 2 HL, K, :是非 平 面 图 . 

Жез 设 G EH e 条 边 ,wv 个 顶点 和 r 个 面 的 平面 图 , 则 
v-etr=1+ w, HP w 为 连通 分 支 数 . 

推论 4 设 G 是 任意 平面 图 , 则 8(G) 专 5. 

证 明 设 G 有 % 个 顶点 e 条 边 . 若 e 扎 6, 结论 显然 成 立 ; 若 
e>6, 假 设 G 的 每 个 顶点 的 度数 守 6, 则 66 < _ d(u,) = 


2е<б® 一 12, 因 而 假设 不 成 立 , 即 8(G)<5. 

例 4 平面 上 有 个 点 ,其 中 任 两 个 点 之 间 的 距离 至 少 为 1. 
证 明 在 这 n 个 点 中 ,距离 恰好 为 1 的 点 对 数 至 多 是 3n - 6. 

证 明 首先 建立 图 G=《V,E), 其 中 V 就 取 平 面 上 给 定 的 > 
个 点 (位 置 也 不 变 ) ,两 个 点 之 间 的 距离 为 1 时 ,该 两 项 点 之 间 用 一 
条 直线 段 连接 .显然 图 G 是 一 个 阶 简单 图 .我 们 只 要 证 明 G 是 
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平面 图 即 可 . 
车 G 中 存在 两 条 不 同 的 边 1a ,5 和 1z, yl 相交 于 非 端点 处 
0, 如 图 4-4(a) 所 示 , 记 它们 的 夹 角 为 0(0<0< x). 


a у a 


y 
N (a) ° б) 
4-4 
车 8= 7, 这 时 情形 如 图 4-4(b) 所 示 , 存 在 两 点 其 距离 小 于 1， 
这 是 不 可 能 的 ,因而 0<4<x. 由 于 a 到 45 ЕЕ 1, = 到 y 的 
ВЕЕ 1,2,6, х,у 中 至 少 有 两 个 点 ,从 交点 o 到 这 两 点 的 距离 


不 超过 方 ,不 妨 设 为 a,zx, 则 点 a 与 z 之 间 的 距离 小 于 1,28. 
因此 G 是 平面 图 , 即 命题 得 证 . 


第 二 节 库 拉 图 斯 基 定 理 与 极 大 平面 图 


定义 1 САРАН, МИ G 的 一 条 边 1x yi 
并 且 添 加 一 个 新 结 点 a 和 两 条 边 1x,a1 与 14a,y1( 所 获得 的 任何 
图 也 是 平面 图 ) ,这 样 的 操作 称 为 初等 细 分 . 若 可 以 从 相同 的 图 G 
通过 一 系列 初等 细 分 来 获得 图 G; 和 С,,# С, 和 С, J EJ ЕЁ 
(homeomorphism) . 

如 图 4-5 所 示 的 三 个 图 G, Gas G, 都 是 同上 胚 的 . 

波兰 数学 家 库 拉 图 斯 基 ( 和 azimierz kuratowski, 1896 ~ 1980) 
在 1930 年 证 明了 下 面 的 定理 ,这 个 定理 用 图 同 胚 的 概念 刻画 了 平 
面 性 图 . 
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a d . а d a d 
° 
b с е Б с 2 b 
G Съ Сз 


4-5 
定理 1 一 个 图 是 非 平面 的 , 3 B g 32 8 & —- l + 
K;$ K, ТИ. | 
证 明 略 . 


例 1 说 明 彼得 森 图 不 是 平面 图 . 


(WH (с) Kaa 


4-6 

解 ” 删 去 图 4-6(a) 彼 得 森 图 的 结 点 5, 得 到 它 的 一 个 子 图 为 
4-6(b) 所 示 H. m H AEF K, | , 故 彼得 森 图 不 是 辣 面 图 . 

显然 , 库 拉 图 斯 基 给 出 了 平面 图 的 充 要 条 件 , 但 用 它 并 不 能 得 
出 判别 一 个 图 是 否 平面 图 的 有 效 算法 ， 

下 面 介 绍 极 大 平面 图 . 

定义 2 设 G 是 阶 大 于 等 于 3 的 简单 可 平面 图 , 若 在 任意 两 
个 不 相 邻 的 结 点 vi , 之 间 加 入 边 1v;, о, 1, 就 会 破坏 图 的 平面 
性 , 则 称 G 是 极 大 平面 图 (maximal planar graph) . 极 大 平面 图 的 
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平面 表示 称 为 三 角 章 分 平面 图 (triangulation of a planar graph), 
简称 为 三 角 剖 分 图 [triangulationj. 若 G 是 极 大 平面 图 ,显然 G 
是 连通 的 , 且 G 中 不 存在 割 边 .w( 实 3) 阶 简单 平面 图 G 是 极 大 平 
面 图 的 充 要 条 件 ; 

(1)G 中 每 个 面 的 度数 都 是 3. 

(2) 设 G Же ЖЛ г 个 面 , 则 3r =2e. 

(3) G #ff o 个 顶点 .se 条 边 和 > К, Ш е = Зо -6， 
r=2v—4. 

证 明 (1), 因 为 G 为 简单 图 ,所 以 G ВЕНЕ, AE 
不 存在 度数 为 1 或 2 的 面 .假设 G 存在 度数 大 于 3 的 面 f ,不妨 设 
其 为 内 部 面 ,如 图 4-7 所 示 ,显然 o, 与 оз 不 相 邻 ,在 面 f 内 加 入 
边 1v1 ,v31 ,不 改变 图 G 的 平面 性 ,这 与 图 G 是 极 大 平面 图 矛盾 . 
充分 性 显然 . 


图 4-7 

定理 2 设 G 是 简单 平面 图 , 则 G 有 平面 表示 ,使 G 中 每 
条 边 都 是 直线 . 

证 明 ”只 要 对 极 大 平面 图 G 来 证 明定 理 成 立即 可 .对 阶 数 o 
(之 ) 用 归纳 法 . 当 w=3 时 ,G 是 三 角形 ,定理 显然 成 立 . 假设 定 
理 对 所 有 阶 数 小 于 o 的 极 大 平面 图 成 立 , 并 设 G 是 v( 实 4) 阶 极 
大 平面 图 .不 妨 设 G 是 三 角 前 分 图 .选取 >€ V(G) 使 工 不 是 外 
部 面 边界 上 的 点 . 取 边 1x ,yi. 于 是 边 {x,y| 仅 是 某 两 个 内 部 三 角 
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形 的 公共 边 . 不妨 设 这 两 个 三 角形 分 别 为 zey 和 zzxy( 见 图 4-8 
(b)) .收缩 边 1z ,yl, 且 结 点 x 和 y 收缩 为 P, 得 图 G'( 见 图 4-8 
(с)). ЖА С 是 平面 图 ,而 且 有 |E(G”)|=|E(G)| -3=3(|V 
(G)| -1)-6=3|(V(G)| -9=3| V(G”)| -65, 因 此 GÆv-1 
阶 极 大 平面 图 , 由 归纳 假设 ,G “有 平面 表示 如 ”使 G 的 每 条 边 都 
是 直线 ， 

Ж GHA Pe 和 Рг, ,将 它们 分 裂 成 两 个 三 角形 ( 见 图 4-8 
(b) 和 (ec)) .这样 得 到 的 图 G REG 的 平面 表示 ,和 而 且 每 条 边 都 是 
直线 段 .定理 得 证 . 


(a) 


图 4-8 

例如 ,图 4-9(b) 是 图 4-9(a) 所 示 图 的 平面 直线 段 表 示 . 

最 后 ,我 们 来 介绍 正 多 面体 . 

平面 图 的 理论 与 和 多 面体 的 研究 密切 相关 :事实 上 ,由 于 每 个 凸 
多 面体 P 可 以 与 一 个 连通 可 平面 图 G 相对 应 ,G 的 顶点 和 边 是 
的 顶点 和 校 ,那么 G 的 每 个 顶点 的 度 至 少 为 3. 由 于 G 是 一 个 平 
面 图 ,那么 P 的 面 就 是 G 的 面 ,并 且 G 的 每 一 条 边 落 在 两 个 不 同 
面 的 边界 上 .图 4-10 显示 了 凸 多 面体 和 它 相 应 的 平面 图 . 

一 个 多 面体 P 的 顶点 ЖЕЗ КН ДУШ У,Е 和 下 来 表 
示 , 而 且 , 这 些 分 别 是 连通 平面 图 G 的 顶点 . 边 和 面 的 数目 .因此 ， 
欧 拉 公式 可 写成 V-E+ 下 =2, 这 就 是 著名 的 Euler 凸 多 面体 公 
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x. 
为 方便 起 见 ,用 V, MF, 分 别 表 示 凸 多 面体 已 (或 对 应 的 平 
面 图 С) п 度 点 和 度 面 的 数目 .于 是 n23, EA 


2E= >` nV,= © nF, 
п223 и223 
定理 3 每 个 凸 多 面体 中 都 至 少 有 一 个 n 度 面 ,其 中 
3<xn=<5. 


ПЕ ВЯ 假设 Е, = Е, = Fs=0, 则 
2Е= >; nF, > У) 6F,=6 У) Е,=6Е 
я226 т?б neh 


即 有 F<+E 


另 一 方面 有 2E= У) nV,23 У У, =3V 
п23 


123 
即 V<3E 
于 是 得 到 下 列 矛 盾 , E = У+Е-2<2Е+1Е-2=Е-2 
每 个 面 并 且 每 个 多 面 角 都 相等 的 凸 多 面体 称 为 正 多 面体 
{regular polyhedron} ,也 称 为 Plato 体 .对 应 的 平面 图 可 称 为 Plato 
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IBOS | 
{回转 也 也 


定理 4 仅 有 五 个 正 多 面体 (如 图 


证 明 Ж P 是正 多 面体 且 G 是 对 应 的 平面 图 ,对 任何 凸 多 面 
体 , 均 有 
-8=4E-4V-4F 
=2E +2E -4V -4F 
= 2, nF, + > пу,-4 2 V.-4 2; Е, 
-X - 4)F, 2 4) V, 


因为 P 是 正 多 面体 ， 所 以 存在 两 个 整数 h( 守 3) 和 上 ( 实 3) 使 
Е-Е, НУ= V, ABE, E —-8=(h-4)F,+ (k —4)V,, H АЕ, 
=2E = kV, EF 3<А%5. 

(1324 A = 3RF,#8 12=(6-4)V,, НЕ 3&4S5. 

x k =3 Rif, V, =4, F, =4, 6t P 是 四 面体 ; 

Bí k =4 В, V, =6, F, =8, AIE P 是 八 面体 ; 

当 上 =S 时 ,Vv,=12,F;=20, 因 此 了 是 二 十 面体 . 

(2) 当 天 =4 时 ,有 8= (4 一 上 WV, 所 以 &=3,V,=8,F,=6, 
即 户 是 立方 体 . 

{3) 当 =5 时 ,有 20= (10 3k) V, ,所 以 &=3, V, = 20, F, 
=12, 即 书 是 十 二 面体 . 

例 2 对 哪些 n ,存在 ”条 楼 的 凸 多 面体 ? 

# ”以 多 面体 的 顶点 为 图 的 顶点 ,以 多 协 体 的 棱 为 图 的 边 ,得 
到 一 个 平面 图 G, 若 用 pG), gG) Ф(С) Як G 的 顶点 
数 , 边 数 和 面 数 , 则 р(С)224, ф(С)224, R 84" E R BE 3k z p E. 
3. 由 Euler 2,906 )226, ВАЛУ 6 的 凸 多 面体 . 

由 面体 是 棱 数 为 6 的 凸 多 商 体 . 若 有 7 条 楼 的 四 多 面体 , 则 存 
在 满足 上 述 条 件 ,9(G)=7 的 平面 图 ,由 Euler 公式 得 

р(С) + e@(G)=qg(G)+2=9 (1) 

fB Ç 的 每 个 面 的 度 至 少 是 3, 故 
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29(G)= У) 4 (f/)23e(G)(f 为 G ВШ) 
即 TOOR 


但 p{G) 为 整数 ,所 以 ф(С)<4. FHE p(G)S4, FÆ p(G)- 
9#(G) 魏 8, 这 与 式 (1) 了 矛盾. 所 以 7 条 楼 的 凸 多 面体 不 存在 . 

现 对 之 4, 以 下边 形 为 底 的 楼 锥 即 为 2& 条 楼 的 凸 多 面体 .4 
ERA k-1 边 形 的 楼 锥 中 , 底 角 处 的 一 个 三 面 角 “ 锯 掉 一 个 5 
儿 ”, 得 到 的 是 一 个 有 2k + 1 条 棱 的 凸 多 面体 ,总 之 , 当 л>=6 
2z 天 7 时 , 才 有 п 条 楼 的 凸 多 面体 . 


第 三 节 ”图 的 平面 性 检测 


设 理 是 G 的 子 图 ,在 E(G)- E(H) EX лж R Í 
TF:zRyS# G 一 E( 瑟 ) 中 存在 一 条 链 W 使 得 
(1) W 的 第 一 条 过 为 xz, 最 后 一 条 过 为 y; 
(2)W 只 有 两 个 端点 属于 五 ( 即 w 的 内 部 点 不 属于 五 ). 
例如 ,图 4-11 ARA G TEHE 4-11 中 的 虚线 所 示 ， 
TA=E(G)—- E(H) 
= {ел е, езу, et 
AxA= беџ ,е} е1 ‚ез) (е ,ез) (езе) 
(езе) ез .ез)(ез.ез)<ез,е4) 
(езе) Сез,ез)(ез.ез)(ез,еа) 
(е, ,е Убе er) (едзе) (еце)! 
则 R= Hei ё) ense) Ce 23) ez. 247 (ез re) ез 03) C83 е4 
(е4 ,ез)(ед,ез)<ец.ед)! 
很 容易 证 明 , 上 述 定义 的 二 元 关系 R 是 等 价 关系 .由 等 价 : 
系 与 划分 的 关系 知 ,RR 确定 五 (G) -EC(H) 上 的 一 个 划分 S ,不 
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图 4-11 
设 S=1S1,S;,…,S,|, 则 由 5, 导出 的 G 一 E(H) 中 的 子 图 В|. 
B,,…,B, 称 为 G Н F (piece). 
上 例 中 ,由 R ЕА = Е(С) - E(H)=le,,es, ey, ell É] 
划分 S= tlel, [е 1, Гез 1, е 11 = 11е |, ез езеді. ВАТТ 
4Пт G ЕН)ЮН AR 4-12 所 示 的 В, 和 B;. 


图 4-12 
# H, ЖН. 都 是 图 G ТИ, УН) ПУН.) ЯН, 和 
H, € G 中 的 接触 点 集 (vertices of attachment), , IPE V (H, 
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H,). 

设 日 是 可 平面 图 G HTA, H 是 HH 的 平面 表示 . 若 存 G 的 
平面 表示 НСС, H E G 容许 的 ， 

例如 ,图 4-13 表示 G 的 一 个 可 平面 子 图 的 两 种 艇 人 :一 个 是 
G 客 许 的 , 另 一 个 则 不 是 . 


G G ТЕГЕЙ TFE G АЕ G AVERI TE б 
图 4-13 
E BEGEH A, РАНЕН VB, H) Balf) FE 
В {ЕГ 内 可 画 出 ,其 中 Bas (7) 是 面 f 10%. 
例如 ,图 4-14 所 示 为 图 4-11 FRI H.H B P tn] 4-12, 


图 4- 14 


В.Р) = 11650366 U47 UL Cg U| 


143 > 


үҮ.(В,,Н) = 1v,, у! 
V.(B;,H)= | aa v3, va] 

故 B, ЯВ. 都 在 了 内 可 画 出 . 

定理 1 iA EG 容许 的 , 则 对 雯 的 每 一 个 片 B, FB, H) 
ZØ, HP Fo(B,H) = ЕСН) H Wm, EF). Н В 
在 三 内 可 画 出 | 

证 明 若 瓦 是 G 容许 的 , 则 存在 G 的 一 个 平面 表示 , fE H 
TG. T.H 的 片 B 所 对 应 的 G 的 子 图 必然 限制 在 互 的 一 个 面 
中 ,因此 FB, H) @ WFE 

下 面 我 们 来 介绍 平面 检测 的 DMP 算法 ,这 是 Demoucron, 
Malgrange, Pertuiset 提供 的 .在 介绍 这 个 算法 之 前 ,为 简化 运算 
量 ,我 们 先 对 图 G 进行 如 下 预 处 理 ; 

OE G 不 连通 ,分 别 检测 每 一 个 连通 分 支 . 当 且 仅 当 所 有 的 
连通 分 支 都 是 平面 图 , G 就 是 平面 图 . 

(2) 若 G 有 割 点 ,分 别 检测 每 一 块 . 当 且 仅 当 每 一 块 都 是 平面 
图 ,G 就 是 平面 图 . 

(3) 删 去 G 中 的 环 . 

(4) 用 一 条 边 代 蔡 G 中 2 度 点 和 与 之 相关 联 的 两 条 边 . 

(5) 删 去 平行 边 . 

反复 交错 使 用 (4) 与 (5), 直 到 不 能 使 用 为 止 .在 做 了 上 述 简化 
后 ,在 简单 图 G 中 利用 (6) 与 (7) 两 个 基本 判断 法 . 

(6)# e<9 sk o <5(e 为 边 数 ,vw 为 顶点 数 ), 则 CG 是 平面 图 . 

(7)#r e>3v -6 sk 225,1 G 是 平面 图 . 

如 果 不 满足 条 件 (6) (7),G 的 平面 性 需 进 一 步 检测 ,在 发 现 
DMP 算法 之 后 , Hopcroft 和 Tanjan 又 最 早 给 出 了 一 个 复杂 性 为 
O 〇 O(n) 的 算法 ,由 于 该 算法 的 解释 与 证 明 所 占 篇 幅 太 长 ,在 此 仪 介 
绍 DMP 算法 . 
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DMP 算法 

(1) 设 G, 是 G 中 的 圈 ( 因 为 无 圈 
平面 表示 G.S i= 

(2)# E(G)- Е(С,)= @ Wiz Ж E(G) - E(G,)%@, 
则 确定 G 的 所 有 G, 片 ,并 对 每 个 G, HB, RER Fo(B,G.). 


图 必 是 平面 图 ) , 求 出 G, 的 


i 2 


7 
б\ (19) {14) {26} [271 
[36) {37] [58] {68] 


Ga (14} [26) (27) (36) 
137] 158} [68} 


2 
3 
4 
6 
7 8 


_ _ 7 
Gu {27} {36} [37] (58) [68] Gs (86) {87] (58) {58} 


图 4-15 


- 145 ° 


(3) 若 存在 G, 片 日 使 F(B,G)= 驴 , 则 停止 ,此 时 知 G 是 
非 平 面 图 . 若 存在 С, F B {#| Fe(B,G)| =1,ШФ]/| = FB, 
人 ); 若 不 存在 这 样 的 片 В, В 是 任何 一 个 G KAER f 
€ F (B,G;). 

(4) 0—4 ху Р.С В т, уЄУ.(В,С,). © G; = С, 
UP, ,并 把 Р, MEG, 的 面 了 内 得 G,,; 的 一 个 平面 表示 G, AMi 
+1 代替 之 并 转 人 第 2 步 . 

例 1 利用 DMP 算法 检测 图 4-15 所 示 图 G 的 平面 性 . 

Ж EG, = (123487651) 开 始 . 以 图 4-15 所 示 的 顺序 进 
行 ,可 以 看 出 作出 图 G; 之 后 ,存在 б, к В= {36|{# Е,08,6,) 
= о. ЖЕ, B G 是 非 平面 图 .{ 为 简便 , 片 用 其 边 集 表 示 ). 


第 四 节 平面 图 的 着 色 


定义 1 设 G 是 元 孤立 结 点 的 连 道 平面 图 , 且 G £ k 个 面 
F,,F,, ,FF( 包 括 外 部 面 ). 按 下 列 过程 作 G 的 对 侦 图 G* 

(DE G 的 每 个 面 内 设置 一 个 结 点 wv (Kik). 

(2) 过 F, УЕ, 的 每 一 条 公共 边 @, 作 一 从 仅 作 一 条 边 
[ow (ISi Sk) e, ШЖ. 

(3)? 当 且 仅 当 e, REEF, 的 边界 时 , v wA- A EMS e 
相交 ， 

这 样 所 得 的 图 С" 称 为 图 G 的 对 偶 图 (dual graph). 若 G' 与 
G 同 构 , 称 避 是 自 对 假 (self dual) H. 

如 图 4-16 所 示 图 G ,以 虚线 为 边 的 图 即 为 G КВАС. 

定义 2 图 的 着 色 {coloring}) 是 对 该 图 的 每 个 顶点 都 指定 一 
种 颜色 ,使 得 没有 两 个 相 邻 的 顶点 指定 为 相同 的 颜色 . 如 果 这 些 颜 
色 选 自 于 一 个 有 大 种 颜色 的 集合 而 不 管 二 种 颜色 是 否 都 用 到 , 这 
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图 4-16 
样 的 着 色 称 为 & 着 色 . 

图 的 着 色 又 称 为 图 的 顶点 着 色 (vertex coloring), £ 着 色 也 称 
为 下 顶点 着 色 . 显然 ,考虑 图 的 顶点 着 色 , 只 需 考 虑 简单 图 . 

ЖУЗ EG 的 色 数 (ehromatic nnmhber} 是 着 色 这 个 图 G 所 
需要 的 最 少 颜色 数 , 记 作 z(G)， 

图 G 的 色 数 也 称 为 图 G 的 点 色 数 . 

从 定义 不 难 发 现 ,对 于 G 的 任何 子 图 太 , 均 有 xz ( H)< 
®(С).# G Жп УФВ, (С) = п:2 G 是 至 少 有 一 边 的 
二 分 图 , 则 z(G)=2; 若 G 是 长 为 奇数 的 图 , 则 >(G)=3. 

4 z(G)2:3 Bf, G 的 特征 至 今 尚 未 清楚 ,在 下 一 节 , 我 们 将 
给 出 G 的 色 数 x(G) 的 一 个 上 界 . 

定理 1 Z u 和 w 是 图 G 中 两 个 不 相仿 的 顶点 , 则 x(G)= 
miniz(G+lu,u]),z(G+lu,əl)1 ,其 中 G- tu, v HEE G 中 
结 点 zx 与 v 重合 成 一 个 新 结 点 , 且 G 中 分 别 与 结 点 4 与 v 关联 的 
边 都 与 该 新 结 点 关联 . 

WEA ісе= (и, 01, (С) = 2,358 G 的 & 着 色 . 假 设 
顶点 4 Уух 染 不 同 的 颜色 , 则 G 的 & 着 色 也 是 G + e 的 & FE. 
而 ,此 时 х(б+е)<Ё = x(G). 现 假设 顶点 u 和 > 的 染色 相同 ， 
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则 G 的 一 个 & 染色 可 得 到 G'e 的 一 个 染色 ,于 是 ,有 z(G'e) 
三 k=z(G). 由 于 在 G 的 上 染色 中 ,或 者 u 与 v 染 为 不 同 的 颜色 
或 者 为 相同 颜色 ,所 以 

min|x(G+e),r(G'e)!r(G) 

由 于 G 是 G+e 的 子 图 ,显然 +(G)<x(G+ e). 

设 z(Ge)=& ,并 把 结 点 и 与 v 重合 所 得 的 新 结 点 记 为 y， 
ME G'e 的 & 着 色 中 ,把 分 配给 y 的 颜色 分 配给 G P u Яо, Вр 
可 得 到 G 的 一 个 有 着 色 . 于 是 z(G)SA =z(G'e),IBJk z(G) 
=minÍz(G +e),z(G'e)1. 

综 上 所 述 ,有 

z(G)=minlz(G+lu,ui),z(G'lu,u1)1. 

平面 地 图 实际 上 是 一 种 平面 图 , 它 的 面 代表 国家 , 边 表 示 国 家 
之 间 的 边界 ,而 点 则 是 边界 的 交汇 处 ,对 平面 地 图 {假定 地 图 里 所 
有 区 域 都 是 连通 的 ) G 的 着 色 , 就 是 使 地 图 边界 相 邻 的 国家 有 不 
同 的 颜色 . 显然 ,对 地 图 G 的 面 着 色 问 题 等 价 于 对 GG АНЕ 
G 的 顶点 进行 着 色 的 问题 . 

求 平 面 图 的 色 数 等 于 是 求 平面 地 图 着 色 所 需要 的 最 少 颜色 
数 ,使 得 没有 两 个 相 邻 的 区 域 指定 为 相同 的 颜色 . 

四 色 问 题 (four-colour problem) 连通 简单 平面 图 的 色 数 不 超 
过 4. . 
问 色 问 题 的 起 源 有 些 模糊 ,但 是 可 以 肯定 ,在 1852 年 , 盖 思 里 
《Guthrie) 把 四 色 猜 想 转 告 了 化 的 老师 德 ' 摩 根 (Augustus De Mor- 
gan) , 德 ' 摩 根 对 这 个 问题 极其 感 兴趣 并 且 向 数学 界 公 布 了 它 .四 
色 猜 想 曾 一 度 被 列 为 与 数论 中 的 Fermat 猜想 , 陋 数 论 中 的 Rie- 
mann 假设 相提并论 的 三 大 数学 难题 之 一 ,受到 世界 上 许多 最 有 才 


‚ 华 的 数学 家 的 冲击 .历史 上 曾 有 许多 人 宣布 证 明了 它 ,但 都 被 后 人 


一 一 否定 .1976 年 ,美国 数学 家 肯 尼 思 . 阿 佩 尔 (Kenneth Appel) 和 
RRRA RË (Wolfgang Haken) 宣 布 了 一 个 借助 于 计算 机 的 证 
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明 . 但 是 ,这 个 证 明 引 起 了 广泛 争论 ,原因 是 在 他 们 的 证 明 中 使 用 
了 超过 1000h 的 机 时 , 它 是 不 是 真正 的 证 明 ? 

定理 2! 五 色 定理 } 连通 简单 平面 图 G 的 色 数 为 5. 

证 明 对 图 的 顶点 数 作 归纳 . 

当 顶 点 数 2 和 5 时 ,显然 成 立 , 假 设 x ~ 1 个 顶点 时 成 立 , 现 证 
明 x 个 项 点 时 也 成 立 . 

由 于 G 是 平面 图 , 则 8(G) 志 5. 因 此 ,G 中 至 少 存在 一 顶点 
vo, 其 度数 d( wo) 所 5. 在 图 G НҢ ЖЕТЇЇ о, 得 图 G ,由 归纳 假设 
A G 的 色 数 为 5, 然后 将 vo 又 加 回去 ,有 两 种 情况 : 

(1)dtw)<5 或 d(wo)=5 但 和 ww 邻接 的 5 个 结 点 着 的 颜 
色 数 小 于 5. 则 vo 极 易 着 色 , 只 要 选 与 四 周 顶 点 不 向 的 颜色 着 色 
即 可 . 

{2)d(w)=5 且 和 wo 邻接 的 5 个 结 点 着 的 是 5 种 颜色 ,如 图 
4-17(a) 所 示 . 为 方便 ,我 们 称 G 中 所 有 红 黄 色 顶 点 为 红 黄 集 , 称 
G “中 所 有 黑白 色 顶 点 为 黑白 集 .于 是 又 有 两 种 可 能 . 

Фо, 和 v 属于 红 黄 集 导 出 子 图 的 两 个 不 同 块 中 ,如 图 4-17 
(5)Втлх.# | 所 在 块 的 红 黄 色 对 调 ,并 不 影响 G 的 正常 善 色 . 
然后 将 v 着 上 红色 , 即 得 图 G 的 正常 着 色 . 

Ov 和 о, 属于 红 黄 集 导 出 子 图 的 同一 个 块 中 , 则 о, 和 vw， 
之 问 必 有 一 条 顶点 属于 红 黄 集 的 路 P,P Б о 可 构成 图 
C:vovipvavn; 如 图 4-17(c) 所 示 . H + C 的 存在 ,将 黑白 集 分 为 
两 个 子 集 ,一 个 在 C 内 , 另 一 个 在 己 外 ,于 是 黑白 集 的 导出 于 图 至 
少 有 两 个 不 同 的 块 ,一 个 在 忆 内 ,一 个 在 С 外 .于 是 向 题 转 化 为 由 
的 类 型 ,对 黑白 集 按 中 的 办 法 处 理 , 即 得 图 G 的 正常 着 色 . 证 毕 . 

例 1 4-18 所 示 的 图 G MH 的 色 数 是 多 少 ? 

ж 图 G 的 色 数 至 少 为 3, 因 为 顶点 a,b We 必须 指定 为 不 
同 的 颜色 .为 检验 是 否 可 以 用 三 种 颜色 来 对 G 着 色 ,指定 a 为 红 
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图 4-18 

Eb 为 蓝 色 ,c 为 绿色 ;从 而 d 必 为 红色 ;e 为 绿色 ,了 为 蓝 色 ;最 
后 ,确定 g 为 红色 .因此 G (С) =3.Н (Н) =4. 

例 2 由 ntn 守 3) 个 顶点 v.v, u, MEA vn] 
Juua ie, осто. vv 组 成 的 图 称 为 团 图 , 记 作 C. і 
ПЕЕ C, 的 色 数 是 多 少 ? 

Ж ` n 是 侦 数 时 ,对 С, 着 色 需 要 两 种 颜色 .为 构造 这 样 的 
着 色 , 任 挑 一 个 项 点 把 它 着 成 红色 ,然后 以 顺 时 针 方 向 绕 图 前 进 ， 
把 第 二 个 顶点 着 成 蓝 色 ,把 第 三 个 项 点 着 成 红色 ,依次 类 推 .第 = 
个 顶点 着 成 蓝 色 ,因为 与 它 相 邻 的 两 个 顶点 ( 即 第 一 个 顶点 和 第 > 
一 1 个 顶点 ) 都 着 成 红色 . 
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当 a 是 奇数 时 ,C, 的 色 数 为 3. 为 了 看 出 这 一 点 ,挑选 一 个 初 
始 顶 点 .为 了 只 用 两 种 颜色 , 当 以 顺 时 间 方 向 遍历 这 个 图 时 ,必须 
使 用 交替 的 颜色 .而 第 x 个 顶点 的 两 个 相 邻 顶点 ( 即 第 一 个 顶点 
和 第 n 一 1 个 项 点) 是 同色 ,因此 第 x 个 顶点 必须 使 用 第 三 种 闸 
色 . 

з K, 和 K,; 的 色 数 分 别 为 多 少 ? 

B ВТК, 的 每 两 个 项 点 都 相 邻 ,而 两 个 相 邻 的 顶点 必须 
指定 不 同 的 颜色 ,因而 K, WEMA n. 

Kn ,的 色 数 为 2. 用 一 种 颜色 着 色 m 个 顶点 ,用 另 一 种 颜色 
ЖЕ n 个 顶点 . 

已 知 的 最 好 的 求 图 的 色 数 的 算法 (对 图 的 顶点 数 来 说 ) 具 有 指 
数 的 最 坏 情 形 时 间 复 杂 性 . 即使 求 图 的 色 数 和 的 近似 值 的 问题 也 是 
困难 的 .已 经 证 明 ,假如 存在 具有 多 项 式 最 坏 情形 时 间 复 杂 性 的 算 
法 ,图 的 色 数 可 以 达到 2 倍 近 似 值 ( 即 构造 出 一 个 不 超过 图 的 色 数 
的 两 倍 的 界限 ) ,那么 也 存在 具有 和 多项式 最 坏 情 形 时 间 复 杂 性 的 求 
图 的 色 数 的 算法 . 


第 五 节 图 着 色 的 应 用 


图 着 色 在 图 论 中 那么 令 人 感 兴趣 , 毫 无 疑问 是 由 于 它 与 四 色 
问题 有 关 . 同时 ,图 着 色 有 许多 应 用 ， 又 为 图 着 色 注 人 了 活力 ， 本 节 
我 们 介绍 几 个 应 用 的 例子 . 

ДУ ТЈ (storage problem) #1 / Æ n 种 化 学 制品 cr. cy， 
эс, ,其 中 某 些 制 昂 是 互 不 相 容 的 . 若 它们 相互 接触 , 则 会 引起 爆 
炸 . 作 为 一 祁 预 防 措 施 , 该 工厂 必须 把 仓库 分 成 若干 贤 间 ,以 便 把 
不 相 容 的 化 学 制品 贮 城 在 不 同 的 隔 间 里 ,试问 这 个 仓库 至 少 应 该 
分 成 几 个 隔 间 ? 
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我 们 构 作 简单 无 向 图 G=《V ,EE), 其 中 
V(G)= {C1, CCa} 
边 1C ,CG|EE(G) 信 化 学 制品 C, УС, 互 不 相 容 . 
于 是 ,不 难看 出 ,仓库 的 最 小 隔 间 数 等 于 图 G Е (С). 
电视 频道 分 配 问题 某 地 区 内 有 n 家 电视 发 射 台 了 , Tis 
T. 主管 部 门 为 每 家 电视 发 射 台 分 配 一 个 频道 .为 排除 干扰 ,使 用 
同一 频道 的 发 射 台 之 间 的 距离 必须 大 于 指定 的 正 数 d. 试问 该 地 
区 至 少 需 要 多 少 频道 : 
构 作 简单 无 向 图 G=《V,E), 其 中 
VCG)=1T, Tie, T. | 
ЖіТ,,ТіЄЕ(С)ӘТ, УТ, 284. 
于 是 需要 的 最 小 频道 数 等 于 х(С). 
考试 安排 问题 某 高 校 有 n 门 选修 课程 w ,wv,,…, mw 需要 进 
行 期 末 考 试 .同一 学 生 不 能 在 同一 天 里 参加 两 门 课程 的 考试 , 问 该 
校 的 期 未 考试 至 少 要 几 天 ? 
构 作 简单 无 向 图 G=《V,E), 其 中 
V{G)= {u Uzt, о, | 
Hiu, uy EE(GSv Жо, 被 同一 位 学 生 选修 . 
于 是 考试 需要 的 最 小 天 数 等 于 x(G). 
例如 , 需 安排 七 门 课 期 末 考 试 . 课程 编号 为 1 至 7. 下 列 成 对 
的 课程 有 公共 的 学 生 选 修 ;(1,2),(1,3),(1,4),(1,7),(2,3),(2, 
4),(2,5), (2,7),(3,4), (3,6), (3,7), (4,5), (4,6),(5,6), (5, 
7),(6,7). 
构造 如 图 4-19 所 示 的 图 如 .显然 ,图 G 的 色 数 x(G)=4. 所 
以 需要 4 个 时 间 段 .相应 的 安排 如 下 : 
时 间 数 课 程 
I 2,6 
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4-19 

变 址 寄存 器 在 有 效 的 编译 器 里 , 当 把 频繁 使 用 的 变量 暂时 保 
存在 中 央 处 理 单元 而 不 是 保存 在 常规 内 存 时 ,可 以 加 速 短 环 的 执 
行 .对 于 给 定 的 循环 来 说 ,需要 多 少 个 变 址 寄存 器 ? 可 以 用 图 着 色 
模型 来 讨论 这 个 问题 .为 了 建立 这 个 模型 , 设 图 的 每 个 顶点 表示 特 
环 里 的 一 个 变量 . 若 在 循环 执行 期 间 两 个 顶点 所 表示 的 变量 必须 
同时 保存 在 变 址 寄存 器 里 , 则 在 这 两 个 顶点 之 间 有 边 .因此 ,所 需 
要 的 变 址 寄存 器 数 就 是 这 个 图 的 色 数 . 

遗憾 的 是 ,目前 还 没有 一 个 有 效 算 法 来 确定 色 数 .下 面 介绍 一 
ЛЁ x-(G) 的 近似 有 效 算法 一 一 顺序 着 色 算 法 (sequential color- 
ing algorithm). 

设 G=《V,E) 是 简单 无 向 图 , V {zr z l. AAE, 
用 N(x ) 表 示 与 zr, 相 倪 的 全 部 结 点 的 集合 ;对 结 点 z, 着色 C, 记 
fE х(т;)= С. 
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1 1 1 1 
2 2 2 2 8 2 
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(e) (h) 
图 4-20 
{1)i:=1 
(2)с:=1 
(3) 若 对 YE N(z,), х(у) зс, Ш nir) = с 并 转 人 第 
(5) 步 . 


(4)c;=c+1, 并 转 第 (3) 步 ， 

(5) 若 ir, 则 i;=i+1, 并 转 回 第 (2) 步 ,否则 停止 . 

例 1 试用 顺序 着 色 算 法 求 图 4-20(a) 所 示 图 G 的 色 数 . 

解 ” 该 算法 执行 的 步骤 如 图 4-20{5) ~ OER. 

该 算法 与 顶点 标号 顺序 有 密切 的 关系 ,这 就 是 为 什么 叫 顺序 
着 色 算 法 的 原因 . 例如 ,考虑 二 分 图 G=《V,E),V=ZUY,， 


Z= (аі zy s z У fyi Yis" У i E= TE *У; Í | #36) | ` 
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Ж х,у 顺序 执行 该 算法 , 则 只 需 用 最 
小 颜色 数目 2; 若 按 ri ,yi za 的 顺序 来 执行 该 算 


法 , 则 需要 二 (n+ m) 种 颜色 .如 图 4-21(a) 所 示 二 分 图 G, 图 4- 
21(b) 与 (c) 给 出 了 按 上 述 两 种 不 同 顺序 进行 着 色 . 


图 4-21 

对 个 结 点 的 简单 无 向 图 G ,顺序 着 色 算 法 的 时 间 复 杂 度 为 
O(n?). 设 C, 是 该 近似 算法 求 出 的 颜色 数目 ,c = x(G). 由 上 述 
说 明 可 知 ,该 算法 的 性 能 比 с/с 是 任意 大 .目前 还 没有 找到 一 个 
有 效 近 似 的 着 色 算法 ,其 性 能 比 为 不 超过 一 个 常数 . 

定理 1 设 G 是 连通 简单 图 ,图 G 的 最 大 顶点 度 为 4, 那么 
顺序 着 色 算 法 产生 G 的 顶点 的 一 个 4 + 1 一 一 着 色 , 因此 
х(б)=А +1. 

证 明 顺序 着 色 算 法 用 语言 描述 就 是 依次 考虑 每 一 个 顶点 ， 
并 将 尚未 指定 给 与 其 邻接 的 顶点 的 最 小 颜色 指定 给 该 顶点 ,特别 
是 决 不 能 将 两 个 邻接 顶点 指定 为 相同 的 颜色 ,因此 顺序 着 色 算 法 
确实 产生 一 个 顶点 着 色 . 最 多 存在 A 个 顶点 与 顶点 x; 邻接 ,于 
是 ,在 xz ,x;,… zi- 中 最 多 有 A 个 与 x; 邻接 ,所 以 , 当 算 法 进行 
到 对 项 点 zx; 着 色 时 ,在 颜色 1,2,…,4+1l 中 至 少 有 一 种 颜色 尚 
未 指定 给 与 x, 邻接 的 顶点 ,并且 算法 将 这 些 颜 色 中 最 小 的 指定 给 
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zi .于 是 顺序 着 色 算 法 产生 图 G 的 顶点 的 一 个 4 + 1 一 一 着 色 .证 
毕 

定理 1 给 出 了 连通 简单 图 G 的 色 数 的 上 界 . 1941 年 ,R.L. 
Brooks 证 明了 下 面 的 定理 ， 

定理 2 设 G 是 一 个 连通 简单 图 ,其 顶点 的 最 大 度 为 А.Ш 
Ж СЛ Аз K, , ША ЖЕ ПЕШ C, , 则 (GSA. 
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定义 1 图 G 的 边 着 色 是 对 GG 的 每 条 边 都 指定 一 个 颜色 ,使 
得 没有 两 个 相 邻 的 边 都 指定 为 同一 种 颜色 . 如 果 这 些 颜 色 都 取 自 
一 个 有 种 颜色 的 集合 而 不 管 K 种 颜色 是 否 都 用 掉 , 这 样 的 边 
жеж к——ћ ё. 

定义 2 G 的 边 色 数 (edge chromatic mmber) 是 着 色 这 个 
图 G 所 需要 的 最 少 颜色 数 , 记 作 + (G). 

定理 1 ШЖ G 是非 空 连通 简单 图 ,G 的 最 大 顶点 度 为 4, 则 
А<&т'(б)=А +1. 

证 明 ”定理 的 下 界 显 然 成 立 .关于 上 界 , 对 |E(G)| = q 进行 
归纳 证 明 ; 任 意 连 通 简 单 图 G 存在 A(G)+ 1 一 一 边 着 色 . Ж 
а=1 时 ,这 个 结论 显然 成 立 .假设 这 个 结论 对 边 数 小 于 q 的 所 有 
图 成 立 , 这 里 g 之 2. 设 G 是 有 w ЖАНЕ, REH G Æ 
A(G)+1 一 一 边 着 色 的 . 

设 。e= fu,wl 是 G 的 边 ,根据 归纳 假设 ,Ge 是 A(G - е) 
+ 1 一 一 边 着 色 的 .由 于 A(G -— e)< A(G),Br U G - e tb E 
4 + 1 一 一 边 着 色 的 . 

设 已 给 Ge 的 A{G)+1 一 一 边 着 色 , 即 除 e 外 G 的 每 条 边 
已 经 由 A(G)+1 种 颜色 的 某 种 着 色 使 得 邻接 边 着 不 同 颜色 .在 
G 的 这 个 局 部 A(G)+ 1 一 一 边 着 色 中 ,对 任意 顶点 z€ V (G), 
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如 果 与 x 关联 的 所 有 已 经 染色 边 的 颜色 都 不 同 于 a , 则 称 颜色 а 
在 顶点 zx 上 未 出 现 , 和 否则 ,就 称 颜色 a 在 顶点 x 上 出 现 .对 图 G 的 
任何 顶点 x ,由 于 deg(z) 委 4(G), 故 至 少 有 一 种 颜色 在 顶点 т 
上 未 出 现 . 

É e= гу, v= vo FHEAE а, 在 we 上 未 出 现 .如 果 颜 色 a 
在 顶点 u 上 也 未 出 现 , 则 可 用 颜色 а, 染 边 ,vi ,从 而 得 到 G 的 
A(G)+1 一 一 边 着 色 , 定 理 成 立 .从 而 颜色 a, 在 顶点 x 上 出 现 ， 
即 存 在 与 a 关联 的 边 e = ао, RRE ţa. RAE a, 在 顶点 v 
上 未 出 现 , 则 a:a. 如果 a, 在 顶点 u KERER, р (ы, 
vi} 重新 染 为 颜色 a, ,而 将 边 |x ,zeo| 染 为 颜色 а, , 即 可 得 到 G 的 
4(G) + 1 一 一 边 着 色 , 故 颜色 a, 在 顶点 и 上 也 出 现 .假设 已 经 得 
到 一 组 边 序列 和 ,woi aa 上 mw- 有 >2) 以 及 颜色 序 
列 ауа». а, 满足 : 

(1) 对 任意 SiS- l, A u, о PER a; 

《2) 对 任意 10, а, 在 顶点 vw.; 上 未 出 现 ; 

(3) 对 任意 ISi LKR a; Eaj 

(4)а, 在 顶点 w KEM. 

此 时 ,存在 边 ; и ‚т, RAE а, 以 及 在 顶点 wv 上 未 出 现 的 颜 
色 a,, .下面 分 几 种 情况 考虑 . 

情况 е a 在 顶点 и 上 未 出 现 .对 任意 Оа Л 
luv REE ww ,从 而 得 到 G RAC) + 1 一 一 边 着 色 ， 

情况 2 存在 ISIS 使 得 颜色 a., =a. T іи, о, | 数额 
Ë a, HA an PE о, 上 出 现 , 所 以 <А. Ra 为 在 顶点 uw E 
未 出 现 的 颜色 . WREE а 在 顶点 w 上 也 未 出 现 , MH A 
Ju, u | 着 颜色 a, ПЕЕ Si <k HA u, о, U SEERG ai ,从 而 
得 到 G 的 A(G)+ 1 一 一 边 着 色 . 类 似 可 得 当 & EAA- ЕЖ 
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现时 ,存在 G 的 A(G)+1 一 一 边 着 色 , 从 而 可 假设 颜色 а 在 顶点 
„Жо КВН. 5 М = lele € E(G), 38 e We Bi al, 
M =ieleEE(G), 边 。 染 颜色 a l, B. H= MUM .因此 ,FH 的 
每 个 分 支 为 侦 图 或 者 路 . 又 因为 颜色 a 在 顶点 x 上 未 出 现 且 ar 
=a, 在 顶点 vw Mo- RHA, H а. (и) = dp(v)= dnp(v-1) 
=1, И и, о, 和 沁 -1 不 在 五 的 同一 个 分 支 上 , 设 H 中 不 包含 顶 
Аи 且 包 会 顶 点 vw 或 -1 的 分 支 为 路 P. 

如 果 v- EVP), Ш P 上 所 有 边 的 额 色 使 得 a 在 顶点 
21 Жи CARER, НЕ a Plu, v- HEROS- 
2, 用 颜色 a R u, v 18 G 的 4(G)+1 一 一 边 着 色 . 

ШЖ o.  & У(Р), W u, ЄУ(Р). AA H R8⁄⁄ и 的 分 支 
同时 包含 顶点 v; НЫР 是 不 交 的 ,所 以 变换 P 上 所 有 边 的 颜色 不 
Ф090 u, о, | 的 颜色 ,从 而 可 类 似 得 到 G 的 A(G})+1 一 一 边 
着 色 . | 

情况 3 对 任意 ISSE, a Aa. ШЕ, ЕЛ1 и, ША. 
边 序列 ,将 颜色 а, HL A PR БЕЗ, Э Н P.P] Ti E PF УЙ 
足 条 件 (1) 一 (4). 由 于 颜色 集 为 有 限 集 ,从 而 总 会 出 现 情况 1 或 情 
况 2; 故 G 是 4A(G)+1 一 一 边 可 染色 的 .证 毕 ， 

根据 定理 1, 全 部 非 空 图 集 实际 上 能 分 成 两 类 ,如 果 z (G) = 
A(G) Wi G 为 第 一 类 图 ,否则 称 为 第 二 类 图 ,这 样 主要 问题 是 

例如 ,对 于 图 图 С, (2 之 3), 如果 n 是 偶数 , 则 C, 是 第 一 类 
图 ,否则 为 第 二 类 图 . 

定理 2 任意 二 分 图 G 是 第 一 类 图 . 

证 明 对 二 分 图 G 的 边 数 g 进行 归纳 证 明 : 存 在 G 的 
A(G) 一 一 边 染 色 . 当 g=1 时 ,定理 成 立 .假定 对 所 有 边 数 小 于 q 
(9222) 的 二 分 图 ,定理 成 立 . 现 设 G EA с 条 边 的 二 分 图 上 
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e= |u, zl 是 G 的 边 . 根 据 归 纳 假 设 , 图 G-e 存在 A(G е) 
边 着 色 . 由 于 do- (u) <А(С)Н da-lo) <А(С), WEDA u 
和 w 上 至 少 各 有 一 种 颜色 未 出 现 ,如 果 颜 色 在 预 点 x 和 w 上 都 未 
出 更, 由 用 颜色 a 染 边 е 得 到 G 的 A(G)- 一 - 边 染 色 . 如 果 颜 色 
а, ERA u LESES vo KEM, MAE a, 在 顶点 o 上 
未 出 现 而 在 顶点 a 上 出 现 .考虑 G 一 e 中 由 所 有 ai 色 边 和 所 有 a, 
色 边 导出 的 子 图 G, AE, G 的 连通 分 支 必 为 路 或 偶 圈 ,而 且 顶 
点 и о 都 是 路 的 端点 .又 因为 硕 点 u 和 ww 分别 属 于 二 分 图 的 不 
同 部 分 集 ,所 以 G 中 的 任意 ww 路 为 奇 长 路 ,但 是 在 GG 中 ,顶点 u 
Жо 上 出 更 的 颜色 不 同 ,所 以 顶点 u 和 ww 一 定 不 属于 同一 条 路 ， 
即 顶 点 и 和 属于 G 的 不 同 分 支 ,这 时 只 要 把 顶点 所 在 的 分 
支 上 的 所 有 边 的 颜色 a, 和 a, 对 调 使 得 在 顶点 и 上 颜色 4, 也 不 
出 现 , 把 边 。 AE a 得 G 的 A(G) 一 一 边 染 色 . 证 毕 . 

下 面 再 来 考虑 另 一 个 问题 :已 知 一 个 图 G 和 种 颜色 的 集合 
11,2,… ,| ,那么 存在 图 G 的 多 少 & 一 一 着 色 ? 

定义 3 图 GB BE 着 色 的 数目 , 称 为 图 G 的 色 多 项 
式 (chromatic polynomeals) , 记 作 (С, А). 

MR, #<х(С), W f(G,k)=0,W (G,k)>0 的 最 小 的 
k EG ЕЖ. 

设 m, 是 i 种 颜色 对 图 G 的 顶点 进行 着 色 的 不 同方 案 数 .用 
(之 芒种 颜色 对 图 G 进行 着 色 , 每 取 ; 种 颜色 时 ,共有 mC 种 
不 同 的 方案 ,于 是 我 们 有 

flG,k)= mCi + m2 Сі Ho + M,C ,其 中 # 为 图 GG 的 顶 
点 数 .显然 ,fF(G ,上 上) 是 上 的 多 项 式 ， 

设 u, o 是 图 G 的 不 邻接 的 两 个 顶点 ,把 x ,wv 收缩 成 一 个 顶 
点 工 , 并 把 G FILES u, о 关联 的 边 均 使 之 与 x 关联 ,这 样 所 得 
的 新 图 记 作 G* wv. 把 图 G 的 一 条 边 e 删 去 并 使 它 的 两 个 端点 重 
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Ф.В е 被 收缩 ,这 样 得 到 的 新 图 记 作 G: e. 如 图 4-22 所 示 . 


= 1 vz 02 
v Ф =m w е ё е 
е4 ez Ё4 ез 
P 
© Г» 44 ёз 
Va 13 4 їз a т 
G. G-n D D:e 
4-22 


ЖЕЗ 设 w,w 是 图 G 中 不 邻接 的 两 个 顶点 , 则 (G, k) 
={[(С+{и,ъ},Ё&)+ fF(G wv,k). 

ПЕНДЕ. 

推论 е |ы, С 的 边 , 则 

РС.) = f(G-—e,k)- f(Gie,b) . 

定理 3 表明 ,如 果 G 是 有 P 个 顶点 和 g 条 边 的 图 , 则 有 一 个 
9 十 1 AAWA G =G+iwu,vi(w 与 v 不 邻接 } 和 一 个 有 PP-1 
个 顶点 的 图 С, = Сао, (С.Е) = f(G,,b)+ f(G,,k). 对 
G, 和 G, 依次 类 推 ,直到 只 出 更 完全 图 为 止 . 因此 ,一 个 图 的 色 多 
项 式 С.Б) УОК, ,上 ) 型 的 表达 式 的 和 . 

例 1 三 阶 完全 图 K, A fK k)=klk-1)(k-2). 

这 是 因为 ,对 K, 中 的 任何 一 个 指定 的 顶点 ,可 以 用 种 颜色 
中 的 任何 一 种 进行 着 色 ; 对 K, 的 第 二 个 顶点 ,可 以 用 大 -1 种 颜 
色 中 的 任何 一 种 着 色 ; 

第 三 个 贷 点 则 用 有 一 2 种 颜色 中 的 任何 一 种 着 色 . 

一 般 地 ,对 了 阶 完全 图 K,, 有 f(K,,E)=k(k-1)(E- 2): 
(k-p+1). 

H2 RE 4-23 所 示 图 С 的 色 多 项 式 . 

Ж ”连续 对 图 G 进行 加 边 和 收缩 两 个 过 程 ,直到 出 现 完 全 图 
为 止 .如 图 4-24 所 示 . 
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РА 4-24 
于 是 ,有 
f(G,k)= Ks+3K, + K, 
=k(k-1)(k—2)(k-3)(k-4)+3k(k-1) 
(k-2)(k-3)}+k(k-1)(k-2) 
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= k7 —7k* + 18k: — 2022 + 8Ë 
定理 4 n 阶 图 G 的 色 多 项 式 f(G k) HEMA k, й 
为 零 , 此 外 系数 的 符号 为 正 负 相间 . 
”证 明 Ў е 进行 归纳 证 明 . 最 然 , 当 e =0 时 ,定理 成 立 . 
这 是 因为 ,n 个 顶点 的 空 图 的 色 多 项 式 为 k". 
假设 定理 对 少 于 е 条 边 的 图 成 立 . 
Ë e ЖС 的 一 条 边 , 则 G-e 是 有 个 顶点 e — 1 条 边 的 图 ， 
G- uv 是 有 x 一 1 个 顶点 和 至 少 有 一 1 条 边 的 图 ,根据 归纳 法 假 
设 ,存在 非 负 整数 系数 а PLET. PERE l ,pb 使 
С -е,В) = Е -anik +a ak"? — + (—1)7'а|Ё 
Ж fí(G-uo k) = В" b -ak 2 +b -ak - .. +(-1) bk, 
由 推论 ,有 (С, А) = (С іш, 0,2) ~ f(G+ uu, Б) = b 一 


(an-ı +1)" + У (— 1) (а,-; +b. ，) 
і=2 
3 四 
1. 假定 一 个 连通 平面 图 有 6 个 顶点 ,每 个 顶点 的 度 都 为 4, 问 


这 个 平面 图 有 多 少 个 面 ? 
2. 假定 一 个 连通 平面 图 有 30 条 边 和 20 个 面 , 问 这 个 图 有 多 


图 4-25 
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少 个 顶点 ? 


3. 确定 图 4-25 所 未 的 图 G, .G, 和 G; ЖБИ К, з? 


4. 用 库 拉 图 斯 基 定 理 来 确定 图 4-26 所 示 的 图 G, G: 和 G, 
是 否 为 平面 图 ? 


10) Ф 


4-26 
5. 证 明 图 4-27 中 所 示 的 四 个 图 均 为 平面 图 . 


PA K 
xx < 


图 4-27 
б. 证 明 : 极 大 平面 图 G 一定 是 连通 图 . 


7. 证 明 , 在 顶点 数 "之 4 的 极 大 平面 图 G 中 , G 中 最 小 度 
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6 之 3. 
8. 如 果 G 是 v(v 守 3) 个 顶点 。 条 边 的 极 大 平面 图 , 则 
e=3v-6. 

9. 设 简单 平面 图 G РИД o =7, W% є = 15, 证 明 G 是 连 
通 的 . 

10. 简单 图 G 的 厚度 9{G) 是 指 G 的 平面 性 子 图 的 最 小 数 ， 
这 些 子 图 以 С 作为 它们 的 并 集 . 设 G 是 v(v 之 3) 个 顶点 条 边 
的 简单 图 ,证 明 G 的 厚度 9(G) 满 足 ; 


DOS |+] ; 
aoee]; 
其 中 , |x| 为 不 小 于 z 的 最 小 整数 ,[z] 为 不 大 于 + 的 最 太 整 


11. 求 下 面 各 图 的 厚度 ; 

I) Ks 

2) 彼 得 森 图 ; 

3)4 维 立方 体 Q. ; 

4)K;s 

12. 一 个 简单 图 的 交叉 数 是 指 , 当 在 平面 里 画 出 这 个 图 ,其 中 
不 允许 任何 三 条 边 在 同一 个 点 交叉 时 ,交叉 的 最 少 次 数 . 求 下 面 每 
个 非 平面 图 的 交叉 数 . 

(IK, (2)Ke (3)K, (4) Ks 

(5)Ку, (6)K,, (7)Kss 

13. 对 图 4-28 所 示 图 G 进行 预 处 理 , 并 验证 其 平面 性 . 

14. 运 DMP 平面 性 算法 证 图 4-29 所 示 图 G, 与 С, 的 平面 


15. 求 图 4-30 所 示 各 图 的 对 侦 图 . 
- 164 ` 


G1 


Gi 
图 4-30 


16. 求 图 4-31 所 示 各 图 的 色 数 . 

17. 对 n 守 3 来 说 , 当 给 轿 图 С, 添加 另 一 个 顶点 ,而 且 把 这 
个 新 顶点 与 C, En 个 顶点 逐个 连接 时 ,就 得 到 轮 图 W,. 问 W, 
的 色 数 是 多 少 ? 

18. BE HAZEA g HEE 150 英里 以 内 时 ,它们 就 不 能 
使 用 相同 的 频道 ,那么 对 于 位 于 表 4 一 1 中 所 示 距 离 的 6 家 电视 台 
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4-29 


(9 
оС, 


(Z: 


图 4-31 
来 说 ,需要 多 少 个 不 同 的 频道 ? 
表 4-1 


19. 求 下 列 图 的 边 色 数 . 

(D K, (2)K,,., (3) C, (4) W, 

20. 有 7 个 变量 出 现在 计算 机 程序 的 循环 里 . 这些 变量 和 必 
须 保 存 它 们 的 计算 步 缀 是 ;1: 步 缀 1 到 6;4: 步 骤 2;w: 步 又 2 到 
4те: PR 1,3 A 5;х:Ж 1 和 6;y: 步 骤 3 到 6;z: 步 又 4 和 5. 
在 执行 期 间 需 要 多 少 个 不 同 的 变 址 寄存 器 来 保存 这 些 变 量 ? 

21. 证 明 ; 设 G 有 "~ 个 顶点 es 条 边 , 旦 G 是 自 对 偶 平 面 留 , 则 
e =2u — 2. 

22. 证 明 轮 图 W, 的 对 偶 图 多 ; 是 轮 图 , 且 Wa W; ， 

23. 证 明 ,一 个 平面 图 G УМЕ С" 是 欧 拉 图 当 且 仅 当 G 
中 每 个 面 均 由 候 数 条 按 围 成 . 
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24. 设 G 是 连通 的 平面 图 ,证 明 :G 为 二 分 图 当 且 仅 当 G 的 
对 偶 图 为 欧 拉 图 . 

25. 对 于 图 4-32 所 示 的 两 个 图 ,各 自 能 否 找 到 一 条 闭 折 线 ， 
使 其 穿 过 图 中 每 边 一 次 并 且 仅 一 次 ? 为 什么 ? 


108 


26. 编程 解答 下 列 问题 

(1) 给 定 学 生 及 其 注册 课程 的 天 ,构造 期 未 考试 日 程 表 . 
{2) 给 定 各 对 电视 台 之 间 的 距离 ,为 这 些 台 分 配 频率 . 
{3) 给 定 图 G RE] G 的 色 数 . 

(4) 给 定 图 G, 求 图 G 的 着 色 . 


图 4-32 
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第 五 章 ”独立 集 与 匹配 


第 一 节 ”独立 集 


定义 1 设 G=《V,E) 是 简单 无 向 图 , 5СУ, 520,4 5 
中 任何 两 个 顶点 都 不 相 邻 , 则 称 这 个 顶点 集合 S 为 图 G 的 独立 集 
(independent set) .# S 是 图 G 的 独立 集 , 但 是 任意 增加 一 个 顶点 
就 破坏 它 的 独立 性 , 则 称 这 个 独立 集 S 为 极 大 独立 集 (maximal 
independent set). 独立 集 S у АНЗ | greatest independent 
set) , 如 果 不 存在 独立 集 S' ,使 | S|>>|S|, 其 中 | S| 为 集合 S 的 
Ж.С 的 最 大 独立 集 S 的 基数 | S| 称 为 G 的 独立 数 (indepen- 
dent number) , 记 作 a (G). 


5-1 G 
简单 无 向 图 G 的 独立 集 ,实际 是 对 图 G 的 顶点 进行 着 色 的 结 
果 . 把 图 G 的 顶点 集 Y 划分 成 若干 不 相交 的 子 集 , 每 个 子 集中 的 
各 结 点 着 同一 色 . 上 述 不 相交 的 子 集 的 最 少 个 数 即 为 图 G 的 色 
Ж. 
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显然 ,图 G 的 极 大 独立 集 不 是 唯一 的 ,上 且 顶点 数目 最 多 的 极 
大 独立 集 是 最 大 独立 集 .例如 ,如 图 5-1 所 示 图 G,12,8| 与 12,4， 
5,7| 都 是 С 的 极 大 独立 集 , 同 时 人 2,4,5,7 了 j 也 是 G 的 最 大 独立 
集 , 因 而 G 的 独立 数 a(G)=4. 

我 们 知道 ,对 于 简单 无 向 图 G =《V,E),G 的 邻接 矩阵 是 对 
ЖЛ RERE. 

定义 2 设 G=《V,E) 是 简单 无 向 图 ,同时 将 G 的 邻接 矩阵 
第 i 行 与 第 j 行 ,第 ; 列 与 第 j 列 互 换 , 称 为 一 次 平移 变换 . 

显然 ,平移 变换 不 影响 邻接 矩阵 所 表示 图 G 的 各 顶点 之 间 的 
关系 ,仅仅 改变 了 i ,i 的 编号 .也 就 是 说 ,邻接 矩阵 的 平移 变换 对 
应 于 图 中 结 点 的 一 个 重新 编号 .反之 , 结 点 的 重新 编号 对 应 于 邻接 
矩阵 的 一 系列 平移 变换 . 

定理 1 #С=‹У,Е)ЖАЯН л 个 结 点 的 无 向 简单 图 ,A 是 
G KAPRER, Н A 具有 如 下 形式 : 


0 A 
A= | ü (1) 
Ал А» 
HP: Ag ER 070 
Giri i+? агь 
Ax = а;+2.1 S 2 Hi+2 (2) 
Gad а, а 


£ 


令 b= У) ajite ,п),Ж Gitina) (3) 
k=1 
则 其 已 确定 一 极 大 独立 集 S = IV; Vis е, V, t, 其 中 
VOSA A F = fj ШЖ 1т. 
证 明 由 和 矩阵 A 可 知 ,as = 001533), ИЯ Ү,, 


Уу, М, 互 不 相 邻 接 . 
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考虑 Ax. EI 5 PAGHI Sn), ааз a ВВ 
TRAI, ЖЮ ap 511i), Я У, 与 V, 相 邻 .由 
j=li+l1,i+2,- a ЕВН, TAi Viis Viset Va РАТ 
有 元 素 都 与 $= V, Vae, Vi1 相 邻接 ,而 S= iV, V 
Vi| 中 任何 两 点 不 邻接 .由 极 大 独立 集 的 定义 可 知 S= У, V,, 
…, Vi| 即 为 图 G 的 一 个 极 大 独立 集 .证 毕 . 

为 方便 ,我 们 称 形 如 式 (1) 且 满足 式 (3) 的 邻接 矩阵 为 标准 型 . 

定理 2 设 A 是 简单 无 向 图 G=《V,EE) 的 邻接 矩阵 , 则 总 可 
以 经 过 若干 次 平移 变换 把 A 化 为 标准 型 ,从 而 得 到 图 G 的 一 个 
极 大 独立 集 . 

证 明 ” 设 一 邻接 矩阵 A ,通过 一 系列 平移 变换 ,可 将 A 化 为 
形 如 式 (1) 的 形式 ,如 果 A 是 标准 型 , 即 由 定理 1 可 找 出 极 大 独立 
RIV oV” У; .车 A TERMER, N A 中 必 有 一 行 元 素 全 
мо, ЖЕ АЕР) а, =0(1<;<;). ЖЫ 
Ж k 项 进行 平移 变换 ,得 到 一 新 的 和 矩阵 A ,再 判断 A 是否 为 标准 
型 .我 们 知道 ,这 种 平移 变换 仅 对 应 于 图 中 结 点 的 一 个 重新 编号 ， 
不 影响 该 矩阵 所 表示 图 G 各 点 之 间 的 邻接 关系 .证 毕 ， 

下 面 介绍 通过 布尔 变量 的 运算 找 出 图 G 的 所 有 极 大 独立 集 . 

已 知 简单 无 向 图 G= (V.E B V=jV V... V. 1 ,我 们 
作 如 下 约定 : 

(1) G 的 每 个 顶点 V 当 作 一 个 布尔 变量 ; 

(2) V, A V, 表示 包含 Vi fll V;; 

(3) V, V V, 表示 以 下 三 种 情形 :或 者 包含 一 顶点 V, ;或 者 包 
含 一 顶点 V. RAAR V, V, 两 点 . 

根据 以 上 约定 ,我 们 列举 布尔 积 和 信和 布尔 和 VV 的 几 个 性 质 : 

(1) V, À V, = V, À V,, V, V V, = V, V V,(%1) 

(2) (V, A VJA V,= V, A ( V, A VVE) 
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(V,V V,)V V,= V,V ( V, V V,) 

(3) V, A V, = V,, V, V V, = У, (2) 

(4) V,A(V,V V,)=(V,A V,)V ( V, А V (E) 

V,V(V.AV,)=(V,V V,)A(V,V V,) 

(5) V,V(V, A V,)= V,, V, A ( V, V V,)= У, (ИЩ) 

(6) (V, ЛУ) = V,V V,,(V,V V;)= VAV( 德 :摩根 律 ) 

这 些 运算 性 质 ,都 可 以 通过 列 真 值 表 加 以 证 明 ,比如 , 表 5-1 
的 真 值 表 证 明了 性质 (5). 


显然 ,图 G 的 过 顶点 六 ,Vi 的 边 | V,, У, XF W ЯК 
V, A Vj;. 作 布尔 表达 式 p= УСУЛУ), p 中 的 每 一 项 


V, A уур Р G 的 一 条 边 , V 是 对 所 有 的 边 求 布尔 和 . 由 德 -摩根 
律 ,我 人 有 $= A VVV). 

фф Vo V Уф. р 和 都 是 含有 布尔 变量 VV， 
V, 的 表达 式 . 因 G 的 极 大 独立 集 不 包含 任何 一 边 的 两 个 端点 ， 
故 表达 式 p 在 任 一 极 大 独立 集 上 取 布 尔 值 0(F); 反 之 ,使 p ЙИШ 
0 的 点 集 是 独立 集 . 即 布尔 表达 式 ç 取 布 尔 值 0 是 独立 集 的 充 要 
条 件 . 换 句 话说 ,使 5 取 布 尔 信 1( 工 ) 是 独立 集 的 充 要 条 件 . 由 于 
Dp VgV V gr, 只 要 其 中 任 一 项 为 1, 则 允 =1. 故 分 别 合 
Pis Pr: Pr 取 布 尔 值 1 的 点 集 都 是 极 大 独立 集 . 

例 1 通过 布尔 变量 的 运算 , 求 图 5-2 所 示 图 G 的 极 大 独立 
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vy 


图 5-2 G 
集 . 
解 ze=(u Aw)V (=, Лаоз) V (т, Ло) V (2, Ат) V (o; 
Аъ) М (u, Avs) М (o, А т) V (os А ть) 
= (0, Моз) Л (о V u) A (о Мо) А (о V тщ) А 
(23 Мо) А. (о Мау) А (о, Vos) Або; Мос) 
(о Ма) Л (о Моз) 
= 1((0 Vu.) Ло, М [Ко Мо) A o] 
= { (v Ло) М (o; Аът )]У [ (о, А оз) V Со» A v3)] 
=i М (ө, Лао) М (о A 95) М (о A юз) 
=m V (z, Av) 
(u, Vo i) А Сю; Мо) = ue V (юу А оз) 
CAETANI Мо) == V (u, Л оз) 
(о Мо) A (zs V тв = u V (u, Ат») 
所 以 
e=[ui V (o, Au ALn М (о Лао) А 
Го, М (z, Ату] Alu V (o, A 521 
= (оу Av Аз) V Со, Au, Avs) М 
(о А оз A va Ат) V (о, А оз Ло Ату) V 
(о, Ло А оз A s Av) 
故 得 下 面 的 各 极 大 独立 集 : 
.472 ， 


Luz, Uas 05|, о uy Vels lu us l, lu, vel, ЕЛЕ 
定义 2 设 G=《V,E) 是 无 向 简单 图 , 5СУ, 550.0 E 
中 每 条 边 都 与 S 中 某 点 关联 , 则 称 S 为 G HAN A {vertex cover- 
ing) .如果 G 中 的 任何 异 于 S HARZ S HA |S >] S], AF 
S 为 G Kh ARH {smallest vertex covering). 最 小 点 覆盖 S 的 
基数 1 S| 称 为 如 的 点 覆盖 数 (vertex covering number), jr fE 8 
(G). AAM S PR29418 JN PA Е [minimal vertex covering) , 若 对 任 
何 xES,S- 1zrl 都 不 是 点 覆盖 . 
ЖЕЗ Я С-(У,Е) ЖЮК, SC V, 55-0. Д] S 
EG 的 独立 集注 VS 是 G бА. | 
ШВ S E G уйул ЖеС 中 每 条 边 的 两 端点 都 不 同时 属 
于 SSG 中 每 条 边 至 少 有 一 端点 在 V- S rh yv -S ЖС WJ UN 
m. 
推论 1 S 是 G 的 极 大 独立 集 张 YIG)- S E G BJ J N 
盖 . 
推论 2 a(G)+B(G)=|V(G)|l. 
证 明 É S, E. G 的 最 大 独立 集 ,5S, 是 G 的 最 小 点 覆盖 ,由 
定理 3 知 V(G)- S 是 点 覆盖 , У(С) - 5, 是 独立 集 .因而 
МС) -—a(G)= | V(G)- 85,1228(6) 
IV(G)| -8(G)=| V(G)- S,|<a(G) 
由 此 得 a(G)+B(G)=|V(G)|l. 
定义 3 R б=<‹У,Е)ДЕҖ ДТ ËI LC E,L Z @.# G 
的 每 个 项 点 都 与 中 某 条 边关 联 ,出 称 工 为 G ВОХ Е ( edge 
covering). ШЖ G 的 任何 异 于 L 的 边 覆 盖 1’, 均 有 |L’| 实 |L1, 则 
称 工 为 G ЇЙ ЛАЙ (smallest edge covering). G 的 最 小 边 覆 
тї L. 的 基数 | 上 | 称 为 G AMEH (ей covering number) , 记 作 
(G). 
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第 二 节 ”独立 集 的 应 用 


独立 集 有 着 广泛 的 应 用 ,尤其 广泛 用 于 系统 故障 诊断 领域 .下 
面 介 绍 两 个 具体 的 应 用 实例 . 

定义 1 WG =(V,,E bB G =V, ‚ Ez) EMAA ЕГ. 
图 ,其 中 Vi = faar, al, V25 lbi b, o ba A G= G: 
G, =《V ,EE) 称 为 图 G, 与 б; HIRIRA, ЖИЕ: 
(1) У= (a,,b la € V,,5 € Vl; 
(2) adj ((а;,,)) = (ab la, Eadj (а) U ia: d,) lb, Є adj 
Cb EU Ка, ,6,) 10, Eadj Cai), b, Eadj (b; ) Ф, аа (о) ER 
与 点 相 邻 的 点 的 集合 . 

当然 ,(a, , 己 》 不 是 边 ,而 是 图 G С, 的 一 个 顶点 .例如 ,图 
5-3(a) 为 G,S-3(b) 为 C ,5-3(c)28 G, ` Ga. 


a ai bhò 
(a) Gi (b) G2 С GG 


图 5-3 

下 面 我 们 来 看 一 个 独立 集 应 用 的 例子 . 

图 5-4 表示 某 一 通讯 道里 ,输入 端 有 五 个 符号 允许 输入 , 设 为 
alyazyaiyasyas 输 出 端 可 以 获得 b Б ‚Б ,pps 五 种 讯息 .由 
于 有 干扰 , 若 输 入 端 为 a, 时 ,输出 端 可 能 为 51 ,也 可 能 为 ba; E 
样 ,输入 端 为 а, 时 ,输出 端 可 能 为 b, 或 5,; 等 等 .这 样 ,从 输出 端 
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aj 42 


а! bi 
a b: 
аз b: 
gá @з 
ал b 
as bs РИ 


(а) (b) 


BI 5-4 

输出 的 讯息 不 能 正确 地 断定 输入 端的 讯息 .为 了 正确 无 误 地 从 输 
出 端 得 到 输入 端的 讯息 ,输入 端 只 能 选取 a ,a,,a3,a4s,as 中 的 
若干 符号 ,而 不 能 是 它们 的 全 体 . 

图 5-4(b) 说 明 a, 可 能 和 a, 发 生 错乱 ,也 可 能 与 as 发 生 错 
乱 ,ez 可 能 和 a, 也 可 能 和 a, 发 生 错乱 ,等 等 .所 以 为 了 使 输出 端 
输出 的 讯息 正确 无 误 地 反映 输入 端的 讯息 ,问题 导致 求 图 5-4(b) 
的 极 大 独立 集 .例如 选取 al азі, аза, |, аз заз |. 

如 果 要 传输 两 个 以 上 的 信息 时 ,就 得 采用 由 几 个 符号 组 成 的 
1. 

АЖ5-2 可 以 看 出 采用 ara, .a,ay, ayasa G. аза 这 五 
个 字符 串 可 明确 无 误 地 表达 5 种 讯息 , 即 输出 端 讯 息 没 有 混淆 不 
请 的 .可 能 有 20 个 输出 各 不 相同 . 


. m 5-2 

i Алл. 输出 端 讯息 
aai bii bib bb, babr 
a, as b. bs b;b, бузуб» bbs 
asas b: bs bb babs bab, 
ааа› bib: b,b, 036, bs bz 
asa, bs $4 bs bs bib, bibs 
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为 了 找 出 两 个 字符 组 成 的 使 输出 端 给 出 明确 无 误 的 讯息 问 
题 ,导致 求 图 С-С 的 极 大 独立 集 . 类 似 的 理由 ,如 果 必 要 时 可 以 
R G G: G 的 极 大 独立 集 , 等 等 . 

下 面 再 来 讨论 一 个 独立 集 的 应 用 实例 . 

某 大 型 商场 为 加 强 经 营 管理 ,对 商品 的 零售 收入 实行 统一 收 
款 制度 .为 了 使 顾客 在 任何 一 个 货架 前 都 能 看 到 收 款 台 , 问 收 款 台 
应 设置 在 什么 地 方 并 且 至 少 要 设置 多 少 个 收 款 台 ?这 个 问题 称 为 
收 款 台 的 设置 问题 . 

有 许多 实际 问题 都 可 以 归结 为 这 个 问题 .例如 , 某 军 事 基 地 固 
定岗 哨 的 设置 问题 ,茶道 路 交通 系统 交通 监控 器 的 设置 问题 等 . 

构 作 简单 无 向 图 G=《V,EE), 该 商场 两 排 货架 之 间 芍 通道 为 
G 的 边 ,通道 交叉 处 为 G 的 顶点 .为 使 顾客 在 任何 一 个 货架 前 都 
能 看 到 收 款 台 ,从 尽 可 能 减少 设置 收 款 台 的 数 自 来 说 , 收 款 台 应 设 
午 在 通道 的 交叉 处 .于 是 收 款 台 欧 设 置 问题 就 归结 为 在 G 中 找 出 
一 个 最 小 点 覆盖 来 . 

我 们 知道 ,如 果 找 到 G 的 最 大 独立 集 S, 则 G- S$ 是 最 小 点 
覆盖 .因而 , 收 款 台 的 设置 问题 ,实际 上 就 是 在 G 中 找 出 一 个 最 大 
yh r Ж. 

例 1 求 图 5-5 所 示 图 G 的 最 小 点 覆盖 . 


ts 


图 5-5 G 
解 的 邻接 矩阵 4 为 
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Ті V2 ©; Va Us 06 


ur 11100 

©1001 0 | 

wi 00100 
А= 

%.10 00101 

10 00110 


把 4 的 1 与 6 项 作 平移 变换 得 4,; 把 4 的 1 与 5 项 作 平移 
变换 得 А,. 


Us Dy ©з V4 Us V) 


%0 0 0:1 1 0 
|0 00101 
и |0 0 0:10 i 
А, = Te 
wll 1 1:1 1 1 
vll 0 0;1 0 0 
v0 1 1110 ШШ 
Us ©) U3 Ug U| 06 
з O 0;1 O п 
210 0 0:110 
210 0 0:110 
vjl 1 1111 1 
wl0 1 1110 0 
04001 0 
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A, 和 有 A; 都 是 标准 形式 ,从 而 可 知 | о, оз, vel 与 1v2, оз, 
vs1 都 是 G 的 最 大 独立 集 .因此 ,| u,v ,v1 与 1v1 ,wv 06 
G 的 最 小 点 覆盖 . 

É G=(V,FE)ET ЕЛА, TC V, TZ @ ,# T HEEM 
个 项 点 都 相 邻 , 则 称 T EAG АИ (сіе). .# 了 是 图 G 的 团 , 但 
是 任意 增加 一 个 新 项 点 后 , 它 就 不 成 为 团 , 则 称 T ЖШС 的 极 大 
团 . 

一 个 图 的 团 的 概念 在 下 述 意 义 下 与 独立 集 是 “互补 的 ". 设 G 
=《V,EE) 是 简单 无 向 图 , 基 中 V=11,2,…,n1.G=《V,E) 是 G 
的 补 图 ,其 中 顶点 ;与 7 在 G 中 相 邻 , 当 且 仅 当 顶点 i 与 ; 在 G 中 
ЛАН. 从 独立 集 与 国 的 概念 知 ,S 是 G 的 独立 集 当 且 仅 当 S 是 
G 前 团 ;同时 ,S 是 G 的 极 大 独立 集 当 且 仅 当 S E G 的 极 大 团 . 
而 ,为 求 G 的 极 大 独立 集 ,转化 为 求 G 的 极 大 团 . 当然 ,一 般 情况 
下 , 求 图 的 团 也 是 非常 困难 的 . 


(b) Ë 


Æ 5-6 
例 2 求 图 5-6(a) 所 示 图 G 的 极 大 独立 集 . 
解 图 G 的 补 图 G 如 图 5-6(b) 所 示 .G 中 全 部 极 大 完全 图 
的 顶点 集合 依次 为 {51 ,13,41 ,12,3,8| ,11,2,31,13,6,7,81. 因 
此 ,这 些 集 合 也 恰 是 G 的 全 部 极 大 独立 集 . 
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第 三 节 支配 集 


定义 1 设 图 G==《V ,EE) 是 简单 元 向 图 ,SCV,S 关 艰 , 若 对 
于 YrxE V-S,z 都 与 S 里 至 少 一 个 顶点 相 邻 , 则 称 S 是 图 G 的 
支配 集 {dominating set). S 是 图 G 的 支配 集 , 若 S 的 任何 真子 集 
都 不 是 支配 集 , 则 称 S 为 图 G 的 极 小 支配 集 (minimal dominating 
set). S 是 图 G 的 支配 集 , 若 不 存在 任何 其 它 支配 集 3 ,使 得 | S | 
之 |S1, 则 称 S EE] G 的 最 小 支配 集 {smallest dominating set). Ж 
5 是 图 G 的 最 小 支配 集 , 则 称 | S| 为 图 G 的 支配 数 (dominating 
number) Е y(G). 

例如 ,图 5-7 所 示 中 ,S$, = 13,6,9,101 和 5, = 12,7,111 是 图 
G 的 两 个 支配 集 ,用 黑 实 点 表示 . 因为 S, 是 最 小 支配 集 , 所 以 
y(G)=3. 


күп 


5-7 
在 国际 象棋 的 比赛 中 ;首先 出 现 了 支配 集 的 概念 .一 个 8x8 
的 棋盘 具有 处 在 8x8 配置 下 的 64 个 格子 .在 所 给 某 个 位 置 的 皇 
后 控制 着 同行 、 同 列 以 及 包含 这 个 格子 的 两 条 斜 线 上 的 所 有 格子 . 
1862 年 ,De Jaenisch 考虑 了 控制 整个 棋盘 所 需要 的 最 少 的 皇后 个 
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数 问题 ,这 种 皇后 的 最 少 个 数 为 5. 图 $-8(a) 显 示 了 一 种 放置 方 
法 .着 要 求 任 两 个 皇后 都 不 相互 攻击 , 即 任 两 个 皇后 都 不 在 同一 
行 ,同一 列 或 一 斜 线 上 ,那么 这 种 皇后 的 最 少 个 数 为 7, 图 5-8(b) 
显示 了 一 种 放置 方法 . 


上 述 械 盘问 题 和 图 的 支配 集 之 间 有 着 直接 的 联系 , 作 简单 图 
СЄ, С 的 顶点 集 与 棋盘 上 的 64 个 格子 一 一 对 应 , 且 两 个 顶点 在 
G 中 相 邻 当 且 仅 当 两 个 对 应 格子 中 的 一 个 梅子 可 以 由 位 于 另 一 
个 格子 中 的 皇后 控制 . 则 支配 棋盘 中 全 部 格子 的 皇后 的 最 少 个 数 
为 Y(G). 支 配 棋 得 中 全 部 方 格 的 互 不 攻击 的 皇后 的 最 少 个 数 就 
是 G 的 独立 支配 集 的 最 小 基数 . 

定理 1 图 G 的 支配 集 S E G 的 极 小 支配 集 当 和 且 仅 当 S 中 
每 个 顶点 x 满足 下 列 性 质 之 一 ; 

(1) FE yE V(G)- Sf#EISN(y) П5= zl AP М(у)А 
у 的 邻接 点 集合 . 

(2) 5П М(х) = 0,805 中 所 有 顶点 不 与 x А. 

证 明 如果 S 中 每 个 顶点 至 少 满足 {1) 和 和 (2) 中 一 个 , 则 S- 
[zj 就 不 是 G 的 支配 集 , 从 而 ,S E G 的 一 个 极 小 支配 集 . 
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反之 ,假设 S E G 的 极 小 支配 集 , 那 么 ,对 每 个 zES, 集 3- 
(ri ATE G 的 支配 集 . 所 以 存在 顶点 € V(G)- (S- z!), 
使 得 没有 S- iri PIAS у 邻接 .如 果 у= z W| S 中 没有 顶点 
Ar 邻接 .假设 yx AA S С 的 支配 集 目 y 和 所 S, 所 以 顶点 y 
至 少 与 $ 中 一 个 顶点 邻接 .然而 ,y 不 与 Sz 中 顶点 邻接 ,从 而 
N(YNAS=|zr}. 

定理 2 如 果 G 是 没有 孤立 结 点 的 图 , 且 5 是 G 的 极 小 支配 
集 ,那么 V(G) ~ S 也 是 G 的 支配 集 . 

证 明 ji >C S, + 至 少 具备 定理 1 中 的 两 个 性 质 之 一 . 首 
先 ,假设 存在 顶点 yE V(G) 一 S 使 得 N(y)[1S= iz), W + 邻接 
A V(G)- S 中 某 个 顶点 .其 次 ,假设 S 中 没有 项 点 和 xz 邻接 , 那 
Z х JE S 导出 子 图 中 的 孤立 顶点 ,因为 x ТЕС 中 不 是 孤立 顶点 ， 
所 以 顶点 z 邻接 到 V(G) 一 S 中 某 个 顶点 .这 样 V(G)- S E G 
的 支配 集 . 


推论 1 WR G 是 2 阶 无 孤立 结 点 的 图 , 则 OSF. 


WR 设 $ 是 G 的 极 小 支配 集 , 由 定理 2 A, V(G)- S tH 
是 G 的 支配 集 ,这样 有 


y(G)<min[[|S|,|V(G)- 5 ESE 


定理 3 如 果 图 G 不 含 孤立 结 点 , 则 存在 G 的 最 小 支配 集 S 
使 得 对 S 中 每 个 顶点 x ,存在 V(G)- S 中 的 顶点 y 满足 :NIy) 
П5= 1z1, 其 中 N(y) 为 结 点 y 的 邻接 点 集合 . 

证 明 用 反 证 法 .用 GELS] 表 示 S 的 导出 子 图 .在 G 的 全 部 
最 小 支配 集中 , 设 S 是 使 G[ Sj 满足 |E(G[S])| 达 到 最 大 的 一 个 
最 小 支配 集 .假设 定理 结论 不 成 立 ,S 至 少 包含 一 个 不 具备 土 述 性 
质 的 顶点 z. BIY C€ V(G)- S,N(y)[1SZIr!. REM L, x 
是 G[S] 的 孤立 结 点 .又 因为 S 为 G 的 最 小 支配 集 , 所 以 对 YyE 
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V(G)- S, NY 1550,85 х 邻接 的 V(G)- S 中 的 每 个 顶 
点 一 定 与 S 中 的 另外 一 个 顶点 邻接 .由 于 G 不 含 孤 立 顶 点 ,所 以 
z V(G)- S 中 的 某 个 顶点 y 邻接 , 故 (S-1z1)U1yl 是 G 的 
最 小 支配 集 , 且 它 的 导出 子 图 中 至 少 包 含 一 条 与 y Зе, 
H, G[S] 中 的 边 数 多 ,与 S 的 选取 方式 矛盾 . 

定理 4 如 果 G 是 2 阶 图 , 则 


zy | 006) (G). 
i i S FE G 的 最 小 支配 集 , 则 
V(G)- SE UN(z). 
即 |V(G)- 51<[51:4(6). 8» - y(G)<y(G):A(G),JÁ 


mi y(G)>|——o) | 

itr ЕСИН дерт) = A(G). 则 V(G)—- М(х) 86 
数 为 x 一 A(G) 的 一 个 支配 集 , 所 以 y(G)<x- A(G). 

定理 5 图 G 的 一 个 顶点 集 S 是 一 个 独立 支配 集 当 且 仅 当 5 
是 一 个 极 大 独立 集 . 

ERA ”因为 每 一 个 极 大 独立 集 是 一 个 支配 集 . 反 之 ,假设 S 
是 一 个 独立 支配 集 , 则 S 是 独立 集 且 不 属于 S 的 每 一 个 顶点 都 与 
5 的 一 个 顶点 邻接 , 即 S 是 极 大 独立 集 . 

推论 2 图 G 的 每 个 极 大 独立 集 是 一 个 极 小 支配 集 ， 

证 明 БВС 的 一 个 极 大 独立 集 .由 定理 5,S 是 一 个 
支配 集 .因为 S 是 独立 集 ,显然 S 的 每 个 顶点 不 与 S$ 中 其 他 顶点 
邻接 .这 样 , S 的 每 个 顶点 满足 定理 1 中 的 性 质 (2) ,所 以 ,由 和 定理、 
1,5 是 极 小 支配 集 . f 

需要 注意 ,不 是 每 个 支配 集 都 是 独立 集 ,也 不 是 每 个 最 小 支配 
集 都 是 独立 集 .如 图 5-9 所 示 ,S, = 11,3,6,8,10,12i 是 G 的 一 个 
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最 大 独立 集 (自然 是 支配 集 ); 而 5, = 14,5,91 是 G 的 一 个 最 小 支 
配 集 晶 显然 不 是 独立 集 ; 然 后 , 5, = 12,7,111 ,既是 最 小 支配 集 而 
且 是 独立 集 . 


Siz([1,3.6.8.10.12) 


S=|4.5.9) 58з={2.7,11} 


5-9 

支配 集 也 有 其 实际 背景 :要 在 Vi, Vie, V, X n 座 城市 中 
建立 起 一 个 通讯 系统 ,为 此 ,要 从 这 л 个 城镇 中 选 定 几 座 城 镇 ,在 
那里 建立 起 通讯 站 ,要求 它们 与 其 它 各 城镇 相 邻 ,同时 ,为 减少 造 
价 , 要 使 通讯 站 数目 最 少 ,有 时 还 会 增加 其 它 要 求 , 比 如 ,在 造价 最 
低 的 条 件 下 ,需要 造 两 套 ( 或 更 多 套 ) 通 讯 系统 ,使 得 当 一 个 系统 出 
了 故障 时 ,可 以 启用 另 一 套 . 

为 解决 这 个 问题 ,我们 构 作 图 G: 以 城镇 作为 图 G 的 顶点 , 仅 
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当 两 城 之 间 有 直通 讯 线 路 时 ,相应 的 两 顶点 连 一 边 , 则 图 G 的 最 
小 支配 集 即 为 所 求 . 若 建 两 套 , 则 从 图 G 的 全 部 极 小 支配 集 姜 ,， 
Р, ‚°°" ‚Р, HERD, Ер) ,使 得 
DAD = @, 
ID,UD,| =minl|D,| +|D,||1<s+q=nxn,D, ND, = 01. 

下 面 给 出 找 出 图 的 所 有 极 小 支配 集 的 方法 . 

对 应 于 图 G=《V, 巨 ) 的 每 一 个 顶点 u € V, 有 一 布尔 变量 
Uia 以 及 布尔 表达 式 : %， =y + >; vj 


v € айСе,) 
作 Ур Ця. 


其 中 ,表达 式 中 “+ "AESA, ВНА). 
例如 ,在 图 5-10 所 示 图 G 中 ， 


p3 
А 5-10 
pi = v T z; + v, T 0 
фо = т t v T G + v 
PaT u tv T va 
Pa = u4 + © + O; T vt ustus 
Фу = 05 + vt ve 


Pa T Va + 14 + 05 
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pipa = (o) t Z + оу + о) (о + Ui + u + оз + Os tug) 
= u, tu T uy T+ vw 
922 905 = (01 +> 十 PLET +v to) 
= (0 tv) + (о, + о) оз + (шу +u) o t O, v3 
= y + 4 + 0503 
Pss = (u, + us + о) (vt os + we) 
= 0 十 us + ve 
所 以 Y = Ф P2 Pa Pa Ps Pe 
=(u tv, tu, tu) (ор + хы tov) u, tustu) 
=(u tut vv) (а + o; ve) 
= Y Vs T uUe T Va ЖОО) з Vs U Va Us 
故 得 G 的 全 部 极 小 支配 集 如 下 : 


luu Tw, vol, dvs, {v2, v3 |, ооз зов 
第 四 节 ”匹配 


匹配 问题 是 运筹 学 的 重要 问题 之 一 ,也 是 图 论 的 重要 内 容 , 它 
在 所 亩 “人 员 分 配 问 题 " 和 “最 优 分 配 问 题 中 * 有 重要 作用 . 

定义 1 设 G 是 无 环 图 ,MCE(G),M 关 ,如果 M 中 任意 
两 条 边 在 G 中 均 不 相 邻 , 则 称 M 是 图 G 的 一 个 匹配 {matching). 
车 对 图 G 的 任何 匹配 M“ , 均 有 |M“| < 1M|, 则 称 M 为 图 G 的 最 
KILA (greatest matching). G 中 最 大 匹配 中 的 边 数 称 为 匹配 数 
(matching number) , 记 作 a (G). 

ЖИ МАС 的 匹配 ,G 中 与 1M 中 的 边关 联 的 顶点 
ЖЫ М 饱和 点 {M - Saturates) ,否则 称 为 非 M 饱和 点 .车 图 G 的 
顶点 都 是 M 饱和 点 , 则 称 M С 的 完美 匹配 (perfect matching) . 
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[К 5-11 

注释 (1) 完 美 匹配 是 最 大 匹配 ,反之 未 必 . 

(2) 匹 配 的 概念 与 边 的 方向 无 关 , 故 只 须 讨 论 无 向 图 . 

(DA G 的 边 不 交 匹 配 的 最 小 数目 即 为 图 G 的 边 色 数 . 

例如 ,图 5-11(a) 中 虚线 所 示 为 最 大 匹配 ,图 5-11(b) 中 虚线 
所 示 为 完美 匹配 . 

定义 3 设 M 是 图 G 的 匹配 ,已 是 G 的 一 条 路 , 且 在 PP 中 ， 
M 的 边 和 EC(G) – М ЛЕН, ДИК Р ЕС 的 一 条 iM 交错 
路 {M alternating path) . 若 M 交错 路 P 的 两 个 端点 为 M 非 饱 和 
点 , 则 称 P AM 可 增 广 路 (M — angmenting path). 

例如 ,图 5-12 中 虚线 所 示 为 匹配 M, 则 (2,4,5,7,9,10) 是 一 
条 М 交错 路 ,而 (1,2,4,5,7,8) 是 一 条 M 可 增 广 路 . 

由 定义 可 知 ,MM 可 增 广 路 已 一 定 包 合 奇数 条 边 , 且 P 中 不 属 
TM 的 边 比 属于 M 中 的 边 多 一 条 .为 什么 把 起 点 与 终点 是 非 饱 
和 点 的 М 交错 路 称 为 M 可 增 广 路 呢 ? 这 是 因为 一 旦 在 G 中 找 
到 一 条 这 样 的 M 可 增 广 路 一 ,就 可 以 对 现 有 的 匹配 M 进行 调整 ， 
而 得 到 另 一 个 比 M 多 一 条 边 的 匹配 M .调整 的 方法 如 下 :把 可 增 
广 路 已 上 原来 在 匹配 M 上 的 边 从 匹配 M 中 划 去 ,而 把 已 上 原来 
不 在 MM 中 的 边 加 到 M 中 去 ,得 到 G 的 一 个 边 子 集 M = (M Е 
(Р)) Ш(Е(Р) - М) = МФЕ(Р). НТ М ЮГ ЕРЫ 
终点 是 MM 非 饱和 点 ,用 上 面 方法 调整 后 所 得 的 M' 仍 是 G 的 一 个 
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Ё 5-12 

匹配 , 且 |A = |Р©М|=|М| +1. 

定理 1 设 M, 和 M, 是 图 G 的 两 个 不 同 匹配 ,由 MOM, 
导出 的 G 的 边 导 出 子 图 记 作 三 , 则 H 的 任意 连通 分 支 是 下 列 情 
况 之 一 ; 

(1) 边 在 М, 和 M, 中 交错 出 现 的 偶 圈 . 

(2) 边 在 M, 和 M, 中 交错 出 现 的 路 . 

(3) 孤 立 结 点 . 

证 明 H= М.ФМ,, 2% 2(Н)21. НРМ, 和 M, ÆG 
的 匹配 ,所 以 H 的 任意 顶点 zx 至 多 与 一 条 М, 的 边关 联 ,同时 也 
至 多 与 一 条 M. 的 边关 联 , 即 deg(z) 委 2, 由 此 可 知 4( 互 ) 魏 2, 故 
H 的 每 个 分 支 或 者 是 一 条 路 或 者 是 一 个 圈 . 由 匹配 的 定义 知 ,HH 
的 任意 两 条 邻接 边 一 定 分 别 属于 不 同 的 匹配 Mi 和 M, ,从 而 每 条 
路 或 者 圈 的 边 交 错 地 属于 М, 和 M, 且 每 个 圈 都 是 偶 圈 . 孤立 结 
点 即 为 关联 M OM, 中 边 的 顶点 .证 毕 . 

定理 2 M 是 图 GG 的 最 大 匹配 , 当 且 仅 当 G 中 不 存在 可 
增 广 路 . 

证 明 (FFE M МГ ЕР, M = МФР E G 的 一 
个 新 匹配 ,有 目 |M"|=|M1+1>|M|, 这 是 不 可 能 的 . 
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(> )88IG@ M 不 是 G 的 最 大 匹配 , 则 存在 一 个 匹配 M ,使 得 
IM >|1MI. 作 互 = MDM ,由 定理 1 Я, Н 的 任意 连通 分 支 Q 
必 是 下 列 三 种 类 型 之 一 ; 

{1) 孤 立 结 点 . Q 中 的 每 个 结 点 度数 均 为 0, 该 结 点 即 为 关联 
MNM 中 边 的 顶点 ， 

{2) 交 错 偶 圈 . Q 中 的 每 个 结 点 度数 均 为 2， 

(З). О 中 含有 1 度 点 z, 且 必 会 另 一 个 1 度 点 y( 奇 度 
点 有 偶数 个 ) ,所 以 Q 是 以 x 和 y 为 端点 的 路 . Q 中 内 部 点 (车 存 
在 的 话 ) 都 是 2 度 点 . 

НЕМ >м, ЕСН) IM |> ЕСН) ПМ, Ami 
H 中 必 有 一 条 起 始 于 M 终止 于 MM 的 连通 分 支 已 ,于 是 已 是 M 可 
增 广 路 .证 毕 

i S 是 图 G 的 任 一 顶点 子 集 ,G 中 与 5 的 顶点 邻接 的 所 有 项 
点 的 集合 , 称 为 5 的 邻 集 (neighbour set) , 记 作 N,(S). 

定理 3 (Hall 定理 ,1935}) 设 G 是 有 二 部 划分 (VV,V,} 的 二 
分 图 , 则 G 含有 饱和 的 每 个 顶点 的 匹配 M 的 充 要 条 件 是 ,对 
VSCV,.|N(S)]|>|sl. 

证 明 (人 一) 对 Y SC V, ,匹配 M 将 S 中 的 每 个 顶点 与 N(S) 
PARR INSISI. 

(#)VSCSV,,#|N(S)|Z: | S|. TAT Eh AE ta #l 
V, 的 匹配 M. 

先 作 任 一 初始 匹配 M EEEN V, ,定理 得 证 .否则 , У, 中 
至 少 有 一 个 非 饱和 点 zu, 检查 以 zi 为 起 点 ,终点 在 V, 中 的 交错 
路 .考虑 下 列 两 种 情形 : 

(1} 不 存在 任何 一 条 交错 路 可 以 到 达 V, 的 非 饱和 点 .这 时 从 
х 开始 的 一 切 交 错 路 的 终点 还 是 在 У. ШЕЕ АСУ,,Ш 
1IN(A)| 达 141, 这 与 已 知 子 盾 . 
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(2) 存 在 一 条 以 zi 为 起 点 ,终点 为 V, 的 非 饱和 点 的 交错 路 
PIA P 是 可 增 广 路 ,于 是 作 新 匹配 M. =M, OP, B М, 18 
Axo E |M.|>| M.I. 

因此 ,重复 以 上 过 程 ,可 以 找到 侈 和 V, 的 全 部 顶点 的 匹配 
MM .定理 的 充分 性 得 证 . 

推论 1 具有 二 部 划分 (Vi,V;) 的 二 分 图 G 有 完美 匹配 全 
[У,1= |V|, EX Y SCV( 或 V) 均 有 iIN(S)| 之 |S|. 

推论 2 设 G 是 (>0) 正 则 二 分 图 , 则 G 有 完美 匹配 . 

证 明 证 G 是 二 部 划分 (Vi,V,) 的 正则 二 分 图 ,好 

k|V,.|=|E(G)| =k| V.| 

HF 250, EAI V.| = | V,| IEE SC V, ,3FJH E, 和 E, 
分 别 表示 G 中 与 S 和 N{S) 中 点 关联 的 边 集 , 则 F SE. 

因而 Е|М(5)| = |Е,|;>|Е,[=|5] 

Вр IN(S)| 守 | S|, Y SGV; 

由 定理 3 可 知 ,G 有 人 饱和 和 V, 的 匹配 М.Ш ЕУ, Р = | V1， 
所 以 M 是 完美 匹配 . 

推论 3 设 G 是 二 部 划分 (Vi, Va) 的 简单 二 分 图 , 且 | V. | = 


|V,|=n,# ó(G)2 R| G 有 完美 匹配 . 
证 明 任 取 SCV. 车 | N(S)|<|S|, 由 于 6 是 简单 二 分 
图 , 且 6(G) 之 了 ,所 以 | S|1>|N(S) 12206) 25, Е V, - 
N(S)Z@.@% (€ V,-N(S),WJ М№и)СУ, ~ S,EII 
0(G)<deg(u)=|N(u)|<|V,| - |S|<x - y = y R 
GOSS JA. tk|N(S)|2:| S|, V SC v, „й G 有 完美 匹配 . 


定理 4 G 有 完美 匹配 对 OIG - S)<|S|, Vv SC v(G),# 
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ROIG ~ 5) G -S 的 奇 阶 连 通 分 支 数 目 . 

证 明 显然 只 须 对 简单 图 证 明 这 个 定理 . 

(>) M ЖС 的 一 个 完美 匹配 ,并 设 SCV(G),Gi,G,， 
"G, ÆG 一 S 的 奇 阶 通 分 支 .所 以 存在 xz, EVG) y, ES 
得 ji zx;,y11i=1,2,…,n| 守 MM. 于 是 

О(С-5)=п= | 1 SIS]. 

(==) S=@B#J,O(G- @)=O(G)<0, Am G RAMA 
支 且 阶 P 为 偶数 ,由 此 可 得 对 VY(G) 的 任意 子 集 S,O(G - 5) 与 
1$1 有 相同 的 奇偶 性 . 

对 正 偶 数 P 进行 归纳 . 当 P=2 时, 如果 G 是 P 阶 图 使 得 对 
V{G) 的 任意 子 集 S,.O(G-S)=<| SI, W GK, ,结论 成 立 . 

假设 结论 对 任何 <P(P 是 不 小 于 4 的 偶数 ) 阶 的 图 成 立 ,并 
设 G 是 P( 之 4, 偶 ) 阶 图 . 设 丁 是 V(G) 中 满足 定理 已 知 条 件 的 最 
大 非 空 子 集 . 令 |T|= т, G, Gist, Gn EG- Т 
支 , 则 有 下 列 三 个 结论 : 

(1)G 一 工 无 偶 阶 分 支 .事实 上 , 设 电 是 GT 的 一 个 侦 阶 分 
X. € V(H),l| т +1SçO(G - (TU1x1))<ç|TUisi|= m 
+I, 

即 OG 一 TU!i4)))=| 了 U1al|. 这 与 工 的 选取 矛盾 . 

(2) 任 取 xEG;, 则 G, -x 有 完美 匹配 ,否则 ,由 归纳 假设 存 
在 SCV(G, 一 z) 使 得 O((G, -x)-S)>|S|.#+ OG, - 
х) -SS) 与 1S| 有 相同 的 奇偶 性 ,所 以 

О((С,- х) - S)2|S| +2 
于 是 
IT|+1+|S|=I|TUSUIzi|2ZO(—(G-(TUSU:ixl)) 
=0(С-Т) -1+0((6,-к)- S) 
=|T|+I1+ISI| 
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BlO(G-(TUSUíiz1))=ITUSUIzII2>[ T|, &5 T 
的 选取 矛盾 . 

(DG 含 匹配 M= 115,315 € T, Є V(G ),i=1,2,---, 
mm .事实 上 ,考虑 二 部 划分 为 (Vi , У) ЮЕ H, RP V. = 
lG, G,1,V.= T,G, 5T дд УЕН + ЮС AA y 到 
G; FARHA. РЕЗ) үөн H fui V, 的 匹配 , 任 取 ASV, 
并 令 B= Na(A) 丑 V,, 则 由 于 A 中 元 素 都 是 G В 的 奇 阶 分 支 ， 
有 

14| 委 DG-B) 委 | 了 =|Na(A)| 
由 定理 3 知 , 于 是 (3) 成 立 . 

综合 (1), (2) 和 (3), 定 理 得 证 . 

例 1 A x 张 纸 牌 ,每 张 纸牌 的 正 反 两 面 都 写 上 1,2,…,n 
的 某 一 个 数 .证 明 : 如 果 每 个 数字 都 恰好 出 现 两 次 ,那么 这 些 纸牌 
一 定 可 以 这 样 摊 开 ,使 朝 上 的 面 中 1,2,…,n 都 出 现 . 

Ж 作 一 个 二 分 图 如 = (У, У,,ЕУ, ЕФ V, = (1,2, -, 
ah М = (у, yz ,Yo 表示 这 n 张 纸牌 . i 与 y 之 间 连 接 的 边 
数 等 于 数 i 在 纸牌 y; 中 出 现 的 次 数 ,这 样 得 到 的 图 С 是 一 个 2 E 
则 二 分 图 ,因此 G 中 有 完美 匹配 , 设 为 M = ly ,2y. U ny |， 
则 只 训 把 纸牌 y 中 的 1 朝 上 ,y, 中 的 2 朝 上 ,……, у, 中 的 2 3 
上 ,这 样 摊 开 的 纸牌 就 能 使 朝 上 面 中 1,2,…,n 都 出 现 . 

@ 2 某 工厂 生产 由 6 种 不 同 颜色 的 纱 织 成 的 双色 布 , 由 这 
个 工厂 所 生产 的 双色 布 中 ,每 一 种 颜色 至 少 和 其 他 三 种 颜色 搭配 . 
证 明 可 以 挑选 出 三 种 不 同 的 双色 布 ,它们 含有 所 有 的 6 种 颜色 . ` 

证 明 ”构造 图 GG=《V,E), 其 中 V= Í Uis U2 Uas Ugs U5, Ugl 
表示 6 种 颜色 ,工厂 生产 出 一 种 由 颜色 >, 与 v 搭配 而 成 的 双色 
布 合 边 iu ,v1EE(G). 由 题 意 知 ,G 为 简单 图 , 且 每 个 结 点 的 度 
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数 至 少 为 3, 每 条 边 对 应 一 种 双色 布 .下 面 只 要 证 明 图 G 含有 一 
个 完美 匹配 ， 

TAB vvn EEG), hF dt{w;) 之 3, 存 在 一 个 不 同 于 
v 和 о, 的 顶点 u, (426), |, 0 ЄЕ(С). Ф о =4, 
Biv nu ЄЕ(С). 

05 osv СЕ(С), іо, |, (оз, о, ius, vel} 就 是 
G 的 一 个 完美 匹配 ， 

WRA os, vs ECG), НТ dlos) 23, v, vr, vs, v 中 至 
少 有 3 个 顶点 与 vs WR, 80 о, GW іо, |, озо PRE 
边 的 某 一 个 端点 相 邻 ,不 芒 设 1u ,asiEE(G) 和 1,olE 
Е(С). 

对 于 顶点 vs ,同样 与 vw ,wv оз, о, 中 的 至 少 3 个 点 相 邻 , 即 
E о, 和 vw 中 至 少 有 1 个 点 与 ve Н. о, о ЄЕС), Й 
| plusj , бузул |, 02,1061 6 G 的 一 个 完美 匹配 ;如 果 1v， 
vel EECG), Wivi vrl, fuz, 05|, |v vel 是 G 的 一 个 完美 匹 
Br. 

综 上 所 述 , G 总 存在 完美 匹配 ,完美 四 配 中 的 三 条 边 所 对 应 

的 三 种 双色 布 即 为 所 求 . 


第 五 节 最 大 匹配 的 生成 算法 


在 匹配 的 应 用 问题 中 ,我 们 常常 需要 求 出 给 定 图 的 最 大 匹配 . 
本 节 给 出 一 个 有 效 算法 , 它 是 由 钙 牙 利 数 学 家 Egervary(1931) Ñ 
先 提 出 来 的 , 故 通 常 称 为 匈牙利 算法 . | 

设 M 是 图 G 的 匹配 ,z ÆG PIEM 饱和 点 .G 中 由 起 点 为 z 
的 M 交错 路 所 能 连接 的 顶点 集 所 导出 的 G 的 导出 子 图 称 为 根 在 
х ËJ M 交错 子 图 {alternating subgraph rooted at x). 
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{a) 匹 配 MRH ) | (b)# E x BJ M 交错 子 图 
图 5-13 

如 图 $-13(a) 所 示 ,已 知 图 G 的 匹配 M ,以 z, 为 起 点 的 M 
交错 路 户 = (xi yaxsys 22712333) Н VCP) 导出 的 根 在 +, 
的 M 交错 子 图 如 图 5-13(b) 所 示 . 

定理 1 Ú M 是 具有 二 部 划分 (Vi,V;) 的 二 分 图 G 的 区 
配 ,x€ V, 是非 M 饱和 点 ,BH 是 G PRE r В М 交错 子 图 的 顶 
点 集 ,S=H 人 NN Vi,T= НПУ, , І 

(1)}TENG(S) 

{2) 下 述 三 条 等 价 : 

ta)G 中 不 存在 以 z 为 端点 的 M 可 增 广 路 ; 

(b)x ЖН 中 唯一 的 非 M 饱和 点 ; 

(с)Т= ce(S), 且 [TI=1S| -1 

ШЕ (1) УУуЄТ, Д G 中 存在 以 x fly 为 端点 的 MM 交错 
Р.Ф xEN,(y), 由 于 GG 是 二 分 图 且 yE TESVY;, 所 以 «ЄН 
ПУ, =5,8 yE Ne(5S), 因 而 TC N. (S) 

(2)(a) 志 (5) 设 y E H thi F z 的 非 M 饱和 点 , 则 G PE 
在 以 x Жу 为 端点 的 М ЗЕ Р.Р 是 G 中 以 z 为 端点 的 M 可 
增 广 路 ,这 与 (c ) 了 矛盾 ， 

(5) 过 (a) 设 G 中 存在 以 z 为 端点 的 MM 可 增 广 路 已 ,并 设 P 
的 另 一 端点 为 y( 隆 x), 则 у 是 非 M 饱和 点 .由 五 的 定义 知 ,yE 
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五 ,这 与 (0) 了 矛盾 . 

(0)>(с) EER y€ №. (5)<У,, FEFE uC S= НП V, 
Ж еЄЕ(СИ (е) = (и, уі. u=r: WBRA >€ T. F 
ÉE uatr, FE G 中 存在 以 x 和 w 为 端点 的 M ЖЇН Р.Ш T > 
是 非 M 饱和 点 ,所 以 Мм ЯА. РАВУ, Ш е& M.H H 
HELM, JEHAN V =T, AMA Nc (S$) 守 T, 再 由 (1) 知 ,全 = 
N. (S). 

H T x ЕН 中 唯一 的 非 M 饱和 点 ,所 以 T 中 点 全 是 M 饱和 
点 .又 由 于 У, 中 通过 МУТ 中 点 配对 的 点 全 在 S$ R, B T = 
Ne(S) ,所 以 S- 1zi 中 点 与 工 中 点 由 M 配对 . 故 |T|=|1S| 一 
1. 

(OSER иЄ5-|х!. P E G 中 以 xz и 为 端点 的 
М 交错 路 ,由 于 G 是 二 分 图 ,并 且 z, uE V, MA P 的 长 为 偶 
ж Ун = ЖЕМ 饱和 点 ,所 以 上 是 M ВА. иЄ 5 iarl 
的 任意 性 知 ,S 一 iz| 中 点 全 是 M 饱和 点 ,它们 与 We(S) 中 点 由 
M 配 成 对 .由 于 N.C(S)= 荆 有 是 | 全 |=1S| 一 1, 所 以 个 中 点 全 是 
M 愧 和 点 , 即 知 z ЕН 中 唯一 非 M 饱和 点 . 

匈牙利 算法 的 基本 思想 较 简 单 . 设 G 是 具有 二 部 划分 (Vi， 
V:;) 的 二 分 图 ,从 图 G 的 任意 匹配 M 开始 ,着 M 饱和 Ti, 则 M 
EG BERKER. & M 不 能 饱和 V. , 则 在 v, 中 选择 一 个 非 M 
Waar. AG 中 存在 以 x 为 起 点 的 M 可 增 广 路 P, 则 M = МФ 
P 就 是 比 M 更 大 的 匹配 ,利用 M REM ,并 重复 这 个 过 程 .车 G 
中 不 存在 以 z 为 起 点 的 M 可 增 广 了 路 , 则 令 H 是 根 在 x ЇЧ М 交错 
子 贸 的 顶点 集 , 并 令 5= НПУ, T=H0 V. НЕ 1 可知， 
Ne(S)= 了 全 , 且 G 中 不 存在 以 z 为 起 点 的 M 可 增 广 路 ,此 时 称 x 
为 检验 过 的 非 M 饱和 点 .对 V 中 其 它 未 检验 过 的 非 M WAA 
重复 这 个 过 程 , 直 到 V 中 的 所 有 非 M 饱和 点 全 部 检验 过 为 止 . 
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HETER, HFG 中 不 存在 M 可 增 广 路 ,从 而 M HG 
的 最 大 匹配 . 


匈牙利 算法 
W G 是 具有 二 部 划分 (  , V: ) 的 二 分 图 . 
(1) 任 给 初始 匹配 М; 


(2)# M Wl V, 则 结束 ,否则 转 (3); 

(DE V, PR- M Mar E 5=}ху|,Т=@; 

(4)# N(S)= 了 , 则 停止 ,否则 任 选 一 点 >€ N(S) - Т; 
(5) 著 y HM 饱和 点 转 (6) ,否则 作 

RRA х 到 y ВМ TRP, E М=МӨ©Р, (2) 
(6) 由 于 y 是 M 饱和 点 , 故 M 中 有 一 边 | y,x, 置 S=SU 


任 给 初始 匹配 M 


存在 边 (y. le M 
S:=SUIu) 
Т:=Т {у} 


Ё 5-14 
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tut, T= ТОУ, #04). 

- 匈牙利 算法 的 流程 图 如 图 5-14 R. 

例 1 如 图 5-15(a) 所 示 , 已 知 二 部 划分 ( Vi, Vz ) 的 二 分 图 . 
G, 其 中 = zl Z2,Zs Za Z |, V = йуз, Уз, Уз э ya э ys |  Btok 
图 G 的 最 大 匹配 . 


图 S-15 
解 任 取 初 始 匹 配 M= {2 уз 213 Ууз, Жуз | ,如 图 5- 15(а)ф 
谍 线 所 示 . 解 题 过 程 如 表 5~3 BUR: 


#5-3 
Уз szsys] 


Жуз, Жз 
тз уз 
paara 


{22.21} 


Hik, M = ETEY T2 Yis 233, Es Y5 | 即 为 图 G 的 最 大 匹配 ， 
如 图 5-15(b) 中 虚线 所 示 . 

设 二 分 图 G Нл кт 条 边 ,运用 匈牙利 算法 求 G 的 最 
大 匹配 时 ,初始 下 配 可 以 空 ,因此 ,算法 最 多 找 я 条 可 增 广 路 ,每 
找 一 条 可 增 广 路 ,最 多 比较 m 条 边 ,因而 算法 的 时 间 复 杂 讼 为 
O(nm). 故 匈牙利 算法 为 有 效 算法 . 


第 六 节 最 优 匹配 


某 公司 准备 安排 n 个 职员 zz, z... 2, МЕ е 项 工作 yl， 
уз, y, 已 知 每 个 职员 能 胜任 其 中 一 项 或 几 项 工作 ,试问 怎样 
安排 ,才能 使 尽量 多 的 人 有 工作 可 做 ,同时 使 尽量 多 的 工作 有 大 胜 
任 ? 

构 作 具有 二 部 划分 (Vi, V;) 的 简单 二 分 图 G, 其 中 У, = 
froto z М [ynyr nn EM r y EE(GS 
职员 z Ету ,于 是 问题 转化 为 求 给 定 二 分 图 G 的 最 大 匹 
配 . 

我 们 知道 ,这 种 分 配方 案 可 能 不 止 一 种 ,或 者 说 职员 做 各 项 工 
作 ,熟练 程度 .工作 效率 等 未 必 一 致 ,因此 ,要 制定 一 个 分 工 方案 ， 
使 人 人 尽 其 才 , 且 公司 的 总 效益 最 大 .这样 ， 就 要 考察 具有 二 部 划分 
(Vi, Vy) 的 加 权 完 全 二 分 图 (K,,, ,ww), 其 中 Vi = іа, о, 
ж„\, V.,= [yoI 10у ERR (х, у) АА 
=, 做 工作 vy 的 效率 .于 是 ,问题 等 价 于 在 这 个 加 权 图 (天 ,xz) 中 
求 一 个 总 权 最 大 的 完美 匹配 ,我 们 称 这 种 匹配 为 最 优 匹配 (opti- 
mal matching). 

当然 ,车 枚 举 所 有 п! 个 完美 匹配 ,然后 比较 它们 的 权 , 这 种 
方法 无 屋 是 可 以 的 .但 是 , 当 n 很 大 时 ,这 种 方法 显然 是 无 效 的 ， 
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本 节 将 介绍 一 个 求 最 优 匹配 的 有 效 算 法 . 

定义 1 已 知 G 是 具有 二 部 划分 ( Vi, V2:) 的 完全 加 权 二 分 
图 ,映射 1: V(G)->R ,满足 对 G 的 每 条 边 e= r, yl HA lar) 
+ Ly) 之 w(xz,y) ,其 中 w(x,y) 表 示 边 |z,y1 的 权 , 则 称 1 为 G 
的 可 行 顶 标 (feasible vertex labelling). 令 E=|i|lzx,y||izx,yl€ 
Е(С),1 (х) +1(у) = ш(х, у), С, 为 以 EE 为 边 集 的 G 的 生成 
子 图 , 则 称 G, 为 ! 等 子 图 (equality subgraph). 

可 行 顶 标 总 是 存在 的 ,例如 ， 

[ст ш(х,у)Є V, 


i(y)=0 y€ V, 
这 种 可 行 项 标 称 为 平凡 标号 {trivial labelling). 
定理 1 гс 的 可 行 顶 标 . 若 ¿ 等 子 图 G, 有 完美 匹配 
M.U M 是 G 的 最 优 匹 配 . 
ШЕ НРС, ЖС 的 生成 子 图 ,M ЖС, 的 完美 匹配 ,所 以 ， 
M 也 是 G 的 完美 匹配 .又 由 于 对 于 匹配 M 的 每 条 边 e, 都 有 e€ 
E(G,), B. M 中 每 条 边 米 盖 每 个 顶点 正好 一 次 .所 以 


w(M)= Zs) = > (z) 
另 一 方面 ,对 于 С 的 任何 完美 匹配 M 有 
ш(М') = Dwle) < >, Их) 
EM z€ V, : 
于 是 w(tM) 之 w(M), 即 M ÆG 的 最 优 匹配 . 
基于 上 述 定 理 ,kuhn(1955) 和 和 Munkres(1957) 提 出 一 个 在 加 
校 完 全 二 分 图 (K,,, , w) 中 求 最 优 匹 配 的 有 效 算法 .算法 的 基本 思 
想 是 : 
首先 给 出 天 ,任意 的 可 行 顶 标 (如 平凡 标号 ) ,然后 决定 G. 
在 G, 中 执行 匈牙利 算法 . 若 在 G, 中 找到 完美 匹配 , 则 这 个 完美 
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匹配 就 是 G 的 最 优 匹配 . 否则 ,匈牙利 算法 终止 于 SCV, TC 
У,, В Ne (S) 三 T. 令 


а=тпип}/(тж)+{(у)—ш(х,у)|хЄз,уЄ V-T! 


{(и)-а{ иЄ$ 
ко-шо иЄТ 
Ки) 其 它 
确定 了 一 个 新 的 可 行 顶 标 U ki a, >0, 且 ТСМ, (5). И 
上 替代: 连续 进行 这 种 修改 ,直到 存在 一 个 等 子 图 含 完美 匹配 为 
止 .由 于 最 优 匹 配 必 存在 ,所 以 这 种 修改 必 在 有 限 步 结束 . 
kuhn — munkres 算法 
(1) 从 任意 可 行 顶 标 (如 平凡 标号 )! 开始 ,确定 ! 等 子 图 G,, 
ЖН С, 中 选取 匹配 M. 若 MAAV , 1 М 是 完美 匹配 ,也 艺 
M 是 最 优 匹 配 ,算法 终止 .否则 转 人 (2) 步 . 
(2) 匈 牙 利 算法 终止 于 SC V, , TC V, 且 使 Ne (S)= 了 . 计 
Ж. а, ,确定 新 的 可 行 顶 标 六 ,并 以 二 营 代 ! ,以 Gi 着 代 G) 转 人 (1) 
Ж. 
#1 已 知 完全 二 分 图 Ks | ,其 中 V = ді 022,23 ras zs] » 
У = |у, уз, ys ya ys |, Н. K, АНЕ А, К, BJ k pu 
配 . 


则 由 


3 5 5 4 1 
22022 
А=|2 4 41 0 
01100 
12133 


R (1) 取 可 行 顶 标 ! 如下: 
， 199. 


Ку) = 09) = Куз) = (у) = (у) =0 
(ху) = тах(2,5,5,4,1) =5 
(х) = тах(2,2,0,2,2) =2 
{{т») = тах(2,4,4,1,0) =4 
{(х„) = тах(0,1,1,0,0)=1 
(х5) = тах(1,2,1,3.3)=3 
(DE С, С, 的 匹配 (虚线 ) 如 图 5-16 所 示 , 由 于 O ( G - 
т;)=3,& (5, 中 无 完美 匹配 , 需 修 改 顶 标 ， 


x! х? ха х4 х5 


Ё 5-16 

(З)л=х,,Й іла, T= {yz, уз, № (8) = Т, 
于 是 w = тіп (х2) + (yy) -wlz yl rES, yE V: -T!=1. 

因而 zi ,x жу» л, ВИКА 4,2,3,0.3; у, у, ул. 
уа, ys 的 顶 标 分 别 为 0,1,1,0,0. 

(4) 用 修改 后 的 顶 标 ! 得 Gi 及 GG 的 一 个 匹配 (虚线 ) ,如 图 5- 
17 所 示 . 此 匹配 即 K;,; 的 最 优 匹 配 , 其 总 权 为 2+4+1+4+3= 
14. 

当然 ,图 G 的 最 优 匹配 未 必 唯 一 .例如 ,在 上 例 中 ,完美 匹配 
M = [ду ya ta yt зуу a y2 5 TsYs | 的 权 志 为 14, 显 然 M 也 是 
EAT K; s HRE. 

Kuhn - Munkres 算 靶 可 以 用 来 求 加 权 完 全 二 分 图 (其 ,zw ) 
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图 5-17 

中 总 权 最 小 的 完美 匹配 . 它 是 基于 下 列 定理 . 

定理 2 设 a (К,,, ч) ЛАЖЕ А = (ai ) 中 元 素 最 大 
J, Жп 阶 全 1 方 阵 ,A" = (а) =0Ј, -AlKo w" AD 
PEE. ШОМ” 是 (K,.,, о) АКНЕ ПВМ" 
(Knas w MRR ER, В aa (M ) = na — u * (M ° ). 

证 明 设 K,., 是 具有 二 划分 (V,, V,) 的 完全 二 分 图 ,其 中 
V = ET Ty En |, У; = tyi Уг." Yn tA Kan AARM, 
不 妨 设 M = [zr у zi, у), U у, Ж K, , BEER, 
则 

w` (M) = 2 t (io j) = 2; (a— wli,,j)) 


= na — > wli sj} = na — wi M) 


i=l 

设 M EKn w ) 的 权 最 大 的 完美 匹配 ,MM I Kans w) 
的 权 最 小 的 完美 匹配 , 则 
w (М')<' (M ) = na -wtM’ )< па – wl M =w (M) 

因此 ,有 ww (M ) = na ~ wl M) ,因而 有 

z (M =w (M), ШМ") = u (M) 

ЖН wM) = naw (M), (М) = na — xo" (M). 

例 2 求 上 例 中 所 示 加 权 图 (CK;;s ,ww) 的 权 最 小 的 完美 巨 配 . 
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n Un Ua + 


图 5-18 
利用 Kuhn - Munkres 算法 , 从 平凡 标号 开始 , 最 后 求 得 
(Кс, AREE M 如 图 5-18 所 示 ,虚线 为 匹配 М. 
显然 ,此 时 M 的 权 为 4+5+4+5+3=21. 再 由 定理 2 知 ， 
(Kss,w) 的 权 最 小 的 完美 匹配 即 为 M = |z, ys, туз, T345 
Layi Хх» y l ,其 权 为 5x5-21=4. 


习 ж 五 


1. 设 6G 是 x: 阶 任意 图 ,a 和 8p 分 别 为 图 G 的 匹配 数 和 边 覆 
ВЖ. 006) >0, йа + =н. 

2. 对 任何 二 分 图 G Жа (с) = B(G) 

3. 设 G 是 二 分 图 ,a 和 有 分别 为 图 G 的 独立 数 和 边 覆 盖 数 . 
Ф006) >0, Ш о= 8. 

4. ЖР G 是 a KAH (G — critical) ,如 果 对 每 条 边 eEE(G) 
均 有 a(G-e)>e(G). 证 明 

(Оа 临界 图 是 简单 图 ; 
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(2) 阶 大 于 2 的 连通 a 临界 图 是 2 连通 的 . 

5, ЖШ G 是 8 临界 的 {Beritical} ,如 果 对 每 条 边 。 EE(G) 
均 有 B(G - e) < 8( G). WEH 

(1) G Ep ш ФС Во 临界 图 ; 

(2) 阶 大 于 2 的 连通 的 8 临界 图 是 2 连通 的 ; 


(3) # G 是 连通 的 , 则 < 了 (e+ 1) ,其 中 为 G 的 边 数 ， 


6. 求 出 图 5-19 所 示 两 个 图 中 的 所 有 极 小 点 黎 盖 和 极 大 独立 
集 , 并 写 出 最 小 点 覆盖 和 最 大 独立 集 . 


(b) 


Ё 5-19 
7. 求 出 图 5-19 所 示 中 两 个 图 的 全 部 极 小 支配 集 . 
8. 构造 表示 n x n 棋 失 的 简单 图 ,用 边 表示 皇后 对 格子 的 控 
制 ,其 中 (1)n=3 (2)n=4. 
9. 解释 一 下 最 小 支配 集 的 概念 如 何 应 用 到 确定 控制 nx x 


棋盘 的 最 小 皇后 数 的 问题 . 
10. REH я x > 棋盘 的 最 小 皇后 数 ,其 中 
(1) я=3 (2) п=4 (3) n=5 


11. 下 列 图 的 独立 数 是 什么 ? 
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(1) К, QC OO (A) Kuan 

12. 证 明 : 一 个 简单 图 里 的 顶点 数 小 于 或 等 于 这 个 图 的 独立 
数 与 色 数 之 积 . 

13. 证 明 : 一 个 图 的 色 数 小 于 或 等 于 v ~ a+1, 其 中 v 是 这 个 
图 的 顶点 数 ,而 是 这 个 图 的 独立 数 ， 

14. 证 明 : 树 至 多 有 一 个 完美 匹配 . 

15. Ж Kan 和 KK,,, 中 不 同 完美 匹配 的 个 数 . 

16. 求 图 5-20 ПТИ С 的 一 个 最 大 匹配 . 


y: ү? уз ya ys 
图 5-20 


17. RA 5-21 所 示 图 G 的 一 个 完美 匹配 . 

18. 工作 排序 问题 ”有 一 台 机 床 加 工 лп 种 不 同 的 零 部 件 J,(i 
=1,2,……,2). 每 加 工 完 一 个 零 部 件 后 , 须 将 机 床 加 以 调整 才能 加 
工 另 一 个 零 部 件 . 设 加 工 完 也 后 ,在 加 工 J, 之 前 机 床 调整 时 间 为 
二. 问 如 何 安排 这 些 零 部 件 的 加 工 顺序 使 调整 机 床 所 耗 总 时 间 最 
短 ? 

现 有 6 种 零 部 件 需 要 在 一 台 机 床上 加 工 . 设 调整 机 床 所 消耗 
时 间 „ШТ ЖИЕ Жл: 
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T=(#;)= 


= ке y ке F 
+ O Q+ л © (л 
+f + — ҥе Q 
Q Q © к r + 
о кє VUN 
со л (М O N к= 


4 2 1 
ж ТЛИ ЕЕ И ЕЛ ЗАРЕ АО ДАНЕ] ага БЕЯ]. 
19. ЖАК, s, о) К, u ) 中 权 最 大 的 与 权 景 小 的 


完美 匹配 ,其 中 
98532 32123 
67869 14212 
w=|5 8 1 47 w=|5 12 31 
77036 32641 
8 6 4 5 1231 


20. 已 知 工人 =, £as ху, £4 х5 MIIE у, уз, ys Á ya У5 的 
效率 xw; 为 下列 和 矩阵 所 示 


3 4 12 2 

0123 i 

s= (uu; )= 0 5 5 1 3, 
2 2 1 0 i 

4 2 1 3 


(1) 给 出 一 种 工作 效率 最 大 的 分 配方 案 . 最 大 工作 效率 是 多 
少 ? 

(2}) 给 出 一 种 工作 效率 最 低 的 分 配方 案 . 最 低 工作 效率 是 多 
少 ? 

21. 生成 极 大 独立 集 的 平移 变换 算法 

(АНЕ; 

(2) 设 一 终止 算法 条 件数 num=1; 
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(3) 查 找 含 0 最 多 的 某 一 行 &, 将 上 与 1 进行 一 次 平移 变换 并 
保存 h[1] = 上 ;同时 将 此 行 中 为 1 的 元 素 结 点 号 ( 即 与 下 相 邻 ) 保 
ТЕР h.[2]—h[r]R(r<n); 

(4) 通 过 本 章 第 一 节 定 理 2 所 述 的 变换 过 程 找 出 所 有 会 
大 [numj] 的 极 大 独立 集 ; 

(5)num= num +1, 4 num&r 时 转 到 (4) ,否则 停止 ， 

编程 实现 上 述 算法 ,并 通过 实例 上 机 检验 运行 效果 . 

22. 某 人 给 6 个 人 写 了 6 封 信 ,并 且 准 备 了 6 个 写 有 收 信 地 
址 的 信封 . 问 有 多 少 种 投放 信和 缆 的 方法 ,使 每 份 信 签 与 信封 上 收 信 
人 不 相符 ? 

23. 从 64 格 棋盘 上 选 出 16 格 ,使 每 行 每 列 含有 其 中 的 2 烙 ， 
证 明 :可 以 把 16 个 棋子 (8 个 白 的 与 8 个 黑 的 ) 放 置 在 所 选 的 方 格 
上 ,使 每 行 每 列 都 怡 好 有 一 个 白 的 与 一 个 黑 的 棋子 . 

24. 设 G=《Vi,V,E) 是 二 分 图 ,证 明 : 若 对 任何 z€ У|,у 
EV, 均 有 dd,(z) 之 de(y), 则 G 有 饱和 Vi 中 所 有 顶点 的 匹配 . 

25. 设 G 至 少 包 含 2k 个 顶点 ,其 中 每 个 顶点 的 度数 至 少 是 
k, WA G 的 最 大 匹配 至 少 有 上 Ж. 
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第 六 章 ”网 络 流 和 Petri 网 


现代 社会 可 以 说 在 很 大 程度 上 是 通过 各 种 网 络 来 管理 与 控制 
的 .网 络 可 以 是 运输 货物 的 运输 网 ,输送 石油 的 输油管 道 网 ,传送 
数据 的 计算 机 网 ,等 等 .网 络 除 了 有 广泛 的 实际 应 用 外 ,在 理论 上 
也 有 重大 意义 .有 些 较 难 处 理 的 理论 问题 ,用 网 络 来 研究 将 十 分 简 
НИГ. 


第 一 节 网 络 模型 


定义 1 一 个 网 络 (network) 是 满足 下 列 条 件 的 简单 加 权 有 
向 图 ; 

(1) 一 个 人 度 为 0 的 确定 顶点 , 称 为 源 (source); 

(2) 一 个 出 度 为 0 的 确定 项 点 , 称 为 汇 {sink); 

(3) 有 向 边 (i, 站 的 权 CG; 是 一 个 非 负数 , 称 为 边 (i ,站 的 容量 
(capacity). 

例如 ,图 6 一 1 所 示 的 有 向 图 G, 该 图 表示 一 个 输油管 道 网 . 
原油 在 码头 a 印 下 并 通过 网 输送 到 炼油 厂 2. 顶 点 b,c 、d Же Ж 
示 中 同和 泵 站 .有 向 边 表示 系统 的 子 管道 并 指出 原油 流动 的 方向 . 边 
上 的 标号 指出 子 管道 的 容量 .图 6-1 所 示 的 有 向 图 G 就 是 一 个 
网 络 ,其 中 源 是 顶点 a 而 汇 是 顶点 2Z. 边 4a ,2 的 容量 Cs 是 3, 而 
边 (5,c) 的 容量 C 是 2. 

定义 2 it G 是 一 个 网 络 . 令 Cj 表示 有 向 边 (i, 丫 的 容量 .GG 
“Е (ом) Е 贼 与 每 个 有 向 边 (i ,j) 一 个 非 负数 Е, ,使 得 : 
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:= 炼油 厂 


6-1 С 


(1)F;<G;; 

(2) 对 于 既 不 是 源 也 不 是 汇 的 每 个 顶点 }， УБ, = 3)F; .其 
中 ,除非 男 有 说 明 , 总 是 对 所 有 顶点 i RA. 而 且 , 如 果 (i,j) 不 是 
边 , 则 设 F, =0. 

注释 1 (а) СЮЕ, Н F:E(G)—R* U101， 
其 中 R' 为 正 实数 集 . 

(b) 称 FF 是 边 (i,j) 的 流量 . 

(с\й > /PP 是 流入 的 流量 或 j 的 流入 量 ; 称 2 F, 8518 Hi j 
的 流量 或 的 流出 量 . 

(а) X. 2 中 的 条 件 (1) 要 求 边 4i,j) 的 流量 不 能 超过 该 边 的 
容量 ,所 以 称 条 件 (1) 为 相 窜 条 件 ;定义 2 中 的 条 件 (2) 说 明 任 意 中 
间 点 ( 冯 非 源 又 非 汇 的 顶点 )j 5 的 流 人 量 等 于 7 的 流出 量 , 所 以 称 
条 件 (2) 为 守恒 条 件 . 

(e)# Fi = C, ; 即 边 (i,j) 的 流量 已 经 达到 它 的 容量 , 则 称 边 
位 ,站 在 流下 下 是 饱和 的 ,否则 称 边 4i,j) 是 不 饱和 的 . 

定理 1 给 定 网 络 G 的 一 个 流下 ,其 源 为 a CA *, 则 流出 
W a 的 流量 等 于 流 人 汇 的 流量 , 即 


> F, = > F, 
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证 明 设 网 络 G 的 顶点 集 为 V, 边 集 为 E RNA 
22 F = 22 Fy 


e vie v j€ V i 


4-0 SIF, ,所 以 
«СЕ 
= X AF- DF) 
i v ie v 


= У, - PF) + СУЕ, - УК) 
v EV iE V 
+ 2, ( OFs ~ DF) 


PA 


- SF >F. 


ЕУ 


атанан ic V,F.=0=F,,B#ÜM8R je V- |а, х1, А! 
АР? =й. 
aa 3 设 FF 是 网 络 G 的 一 个 流 , 其 源 为 a, 汇 为 =, 称 值 
>F, = ЈЕ. F 的 值 , 记 作 val( F). 


т 6 b 4 A 
O O 


(a) 


图 6-2 
例 1 6-2(a) 表 示 一 个 从 三 个 井 W,, W,, W, 为 两 个 城市 
АМБ 供水 的 自来水 网 . 边 上 表明 中 间 系 统 的 容量 . 顶点 b.c 和 
d REPARA. 可 将 这 个 系统 刻 划 为 网 络 模型 ,为 了 得 到 一 个 确 
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定 的 源 和 汇 ,通过 把 几 个 源 集结 为 一 个 超级 源 {supersource) 和 把 
几 个 汇集 结 为 一 个 超级 汇 (supersink) ,我 们 可 得 到 一 个 等 价 的 网 
络 .如 图 6-2(b) 所 示 . 在 图 6-2(b) 中 ,co 代表 一 个 无 限 容 量 . 

例 2 在 下 午 6:00 到 7:00 期 间 , 从 А 城 可 直接 或 通过 B Ek 
到 达 C 城 ,平均 旅行 时 间 是 


АВ 15 分 钟 

BAC 302% 

А С 32$ 
道路 上 的 最 大 容量 是 


AAB — 3000 ff 
B 到 C 200% 
А 1С ”4000 辆 
将 下 午 6:00 到 7:00 从 A 城 到 C 城 的 交通 流 表 示 为 网 络 . 


图 6-3 
解 ” 顶 点 代表 特定 时 刻 的 城市 . 如果 我 们 能 够 在 下 午 的 t A 
ХНТ, ЭВА Y 城 , 则 有 一 条 边 连 结义 ,+t, 和 Y, 
HERA, n 和 及 ,ti Ж B, AB, t 的 无 限 容量 的 边 指出 能 
够 有 任意 辆 汽车 在 A REB REI. 最 后 ,我 们 引 人 一 个 超级 源 
和 超级 汇 . 如 图 6-3 所 示 . 
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各 种 网 络 流 问 题 已 被 用 于 有 效 的 计算 机 网 络 的 设计 中 .在 描 
述 计算 机 网 络 模型 中 ,顶点 是 消息 或 交换 中 心 , 边 表示 数据 在 中 心 
之 间 传 输 的 通道 , 流 是 在 通道 上 每 秒 传送 的 平均 位 数 , 边 的 容量 是 
相应 通道 的 容量 . 

ШЖ G 是 一 个 网 络 ,G 中 的 一 个 最 大 流 {maximal flow) А.Я. 
有 最 大 值 的 流 .一 般 地 ,可 能 存在 几 个 具有 相同 最 大 值 的 流 , 在 下 
一 节 , 我 们 将 给 出 一 个 求 最 大 流 的 算法 .下 面 我 们 再 来 介绍 网 络 的 
切割 . 

定义 4 G 是 一 个 网 络 ,a 是 源 ,z АЎ, РСУ(С),Р = 
У(С) -Р, 8 a € P, Z€ P 的 (P,P) 称 为 G 的 切割 (cut] . 

例如 ,图 6-4(a) 的 网 络 G( 边 4a ,dy? 上 的 “3,2 "依次 为 该 边 上 
的 容量 与 流量 ), 如 果 我 们 设 P=ia,b,d!, 则 P= (с, е, у, |, 
(P,P) 是 G 的 切割 .如 图 ,我 们 通过 画 一 条 划分 顶点 的 线 来 表示 
一 个 切割 ,图 6-4(b) 的 网 络 G, 设 P=ta,5,d|, 则 P={:c,e,zl， 
{P,P) 是 网 络 С 的 一 个 切割 . 


图 6-4 
定义 5 网 络 G 的 切割 (P,) 的 容量 是 数值 C(P,P) 
= >> `C; ,具有 最 小 容量 的 切割 称 为 最 小 切割 . 


іЄР ,eB 
例如 ,图 6-4(a) 的 切割 的 容量 是 C, + Cs =4+4=8, 而 图 6- 
4(b) 的 切割 的 容量 是 Ch +C, +C; = =2+2+2=6. 
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定理 2 设 :F 是 网 络 G 的 流 ,(P,) 是 网 络 G 的 切割 , 则 
(P ,五 ) 的 容量 大 于 或 等 于 下 的 值 , 即 
val( F)<çC(P ,P) 


ши 我 人 知道 > уе, >) УУР, 
于 是 


val( F) = 2;F.= 名 之 本 DDF, 
= + p> Уһ 2922 


JEP i€ P 
一 = > ~ УУ УУ >>, 
JEP ЄР JEP jiEP JEP {ЄР ICP iep 
定理 3 设 下 是 网 络 G 1, (P, PERN G 的 一 个 切 
#j. 
(DË C(P,P)= val F) ЖШ F EK НЛЛ#Ї(Р.,Р)ДЛ\. 
(2)C(P,B)=val(F), 当 且 仅 当 
F;=C; i€EP,jEP 
{eo iEP,jEP 
证 明 (1) 假 设 Е 是 网 络 G 的 最 大 流 , 且 (P" ,P* ) 是 网 络 
G 的 最 小 切割 , 则 уа1(Е* )<<C(P' ,P" ). 由 最 大 流 和 最 小 切割 
ВОЛЕ 1, чаі Е) уа КЕ) CP, POSCO, PARI 
ха(Е)<чаКЕ‘)<С(Р"',Р')<С(Р,Р) 
AA маКЕ) = С(Р,Р), Ж (Е) = аі(Е"), С(Р",Р"') = 
C(P,P), 所 以 下 是 最 大 流 且 (P,P) 是 最 小 切割 . 


(2) 由 本 节 定 理 2 的 证 明知 , 当 2,218, =0 和 2, DFs 
J ЄР 
= >` > C, Rf, CCP, P) val(F) ,于 是 结论 得 证 
JEP ieP 
{ЕЁ 6-4(Ъ) Н ‚ЖЕНУ ЙЕ ЯП] ЕЕ 6, И, ERKE 
切割 最 小 . 
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如 图 6-5 所 示 的 源 为 a CA z 的 网 络 G , 流 F 的 值 为 4. 如 果 
P= la,b,cl ‚„АІ‹Р,Р) G 的 切割 , 且 C(P,P)=4, 因 此 F 是 
G 的 最 大 流 且 {了 P,P) 是 G 的 最 小 切割 . 


图 6-5 


第 二 节 ”最 大 流 算 法 


对 于 网 络 G 问题 可 描述 为 :在 G 中 求 出 一 个 最 大 流 .本 节 将 
给 出 求 得 最 大 流 的 一 个 算法 ,其 基本 概念 较 简 单 . 即 从 某 个 初始 流 
开始 ,重复 地 增加 流 的 值 到 不 能 再 改进 为 止 , 则 最 后 流 将 是 一 个 最 
大 流 .为 此 ,不 妨 将 每 条 边 上 的 流量 设置 为 0 作为 初始 流量 .为 了 
增加 给 定 流 量 的 值 ,我 们 必须 找 出 从 源 到 汇 的 一 条 路 并 治 这 条 路 
增加 流量 . 

G ЖАЖЖа iL > 和 容量 C 的 一 个 网 络 ,P = voe vev" 
Ф„-1@һ®һ ,› © = а, = z ÆG 中 从 a 到 z 的 一 条 路 .规定 路 了 的 
方向 由 源 = 指向 汇 z, 则 P 中 与 规定 方向 一 致 的 边 称 为 正 向 边 , 否 
别称 为 反 向 边 . 

如 果 我 们 能 够 找到 一 条 路 ,使 PP 上 每 条 边 都 是 正 向 边 ,并 
且 每 条 边 上 流 上 小 于 其 容量 ,就 可 能 增加 流量 什 . 
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例如 ,图 6-6(a) 所 示 为 从 源 a 到 汇 z 的 一 条 路 已 ,路 P 上 每 
条 边 都 是 正 向 的 .在 这 个 网 络 中 流 的 值 能 够 增加 1 ,如 图 6-6(b) 所 
ZR. 


H 6-6 
在 某 些 含有 正 向 边 和 反 向 边 的 从 源 到 汇 的 路 上 也 有 可 能 增加 
流 的 值 . 设 PP 是 从 源 a 到 汇 的 一 条 路 ,并 且 x EP 中 的 一 个 项 
A E 既 不 是 a ,也 不 是 ж. 


d) a o——o e ooo n. 0o: 


(2) a co 一 一 一 9 一 po 一 一 

(3) a о——0О---о—@—о—@—о...о——о, 

(4) a o———v e o—lA,.o О OOO 
图 6-7 


关联 z Ле, 和 е, 有 四 种 情形 ,如 图 6-7 所 示 . 在 情形 (1)， 
两 条 边 都 是 正 向 的 .此 时 ,在 每 条 边 上 增加 流量 A, 进 人 z 的 流量 
值 始 终 等 于 离开 z 的 流量 值 . 在 情形 (2) ,如 果 我 们 在 е, 增加 流量 
А , 则 必须 在 e, 减少 流量 4 ,才能 使 进 人 > ЮЕ РАЗ = 
的 流量 值 . 倩 形 (3) ,只 要 在 e 增加 流量 4, 在 e, 减少 流量 4. 情 
(4) ,在 两 边 e, 和 e, 都 减少 流量 A. 在 每 种 情形 ,结果 的 边 赋值 
都 给 出 一 个 流量 . 当然 ,为 了 实现 这 些 变更 ,我 们 必须 在 正 向 边 上 
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流量 小 于 容量 ,而 在 反 向 边 上 有 非 负 流量 . 

例如 ,图 6-8(a) 所 示 为 源 a 到 汇 z 的 一 条 路 . 边 (a,b),《c， 
4d) 和 《4 ,z) 为 正 向 边 ,而 tc ,5) 为 反 向 边 .我 们 在 反 向 边 (c,56) 上 
减少 流量 1, 在 正 向 边 (e ,6),《c,d) 和 {a,xz) 增 加 流量 1, 如 图 6- 
8{b) 所 示 . 新 的 流 的 值 比 原先 的 流 的 值 大 1. 


为 此 ,我 们 得 到 下 面 定理 . 

定理 1 iF RIC 分 别 为 网 络 G 的 流 和 容量 ,P 是 网 络 G 中 
从 源 a 到 汇 z 的 满足 下 列 条 件 的 路 :(1) 对 P 中 每 条 正 向 边 (i， 
j), F< CDA P 中 每 条 反 向 边 (i,j)), F; >0. 

设 4= minX, 这 里 X 由 数 C - F, (对 于 了 中 的 正 向 边 (i， 
JNA F, (对 于 PP 中 的 反 向 边 ) 组 成 .定义 

F; (Gi DE P th 

F¿=4+F;+A 《i,j) 为 正 向 边 

Е,-А (i ABA 
则 F 是 网 络 G 的 一 个 流 , 它 的 值 比 流 FERA. 

证 明 由 显示 于 图 6-6,. 图 6-7 和 图 6-8 的 例题 可 知 ,F* 是 
网 络 G 的 流 .四 为 P 中 的 边 4a,v) 的 流量 增加 4 ,所 以 F° 的 值 
ШЕ AKA. WE 

设 下 和 C 分 别 为 网 络 G 的 流 和 容量 ,a 与 z 分 别 为 网 络 G 的 
源 与 汇 . x EG ЮА, Н zx 关 a ,并 设 忆 是 G 中 一 条 连接 a 和 > 
的 路 ,给 定 P 从 a 到 xz 的 方向 为 正 向 , 若 
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(DI P 中 每 条 正 向 边 (i ,7), Fy < С, 

(2) 对 P 中 每 条 负 向 边 4i,j), Fy >0. 

则 称 P 是 非 F 饱和 路 (wnsaturated path) , И, P ЖЕЙ 
和 路 (satorated path). 非 下 饱和 的 az 路 了 Ж Е 可 增 路 (incre- 
ment path). 

定理 2 设 网 络 G 的 源 为 a 汇 为 z,F 和 C 分 别 为 G 的 流 和 
容量 , 则 下 是 最 大 流 当 且 仅 当 G 中 不 存在 下 可 增 路 . 

证 明 一) 假设 G 中 存在 下 可 增 路 P, 则 由 定理 1 知 ,存在 
G 的 流 F' ,使 得 F" BEE F BEKA, M 4>0, 这 与 下 是 最 大 
AFE. 

(=) SCV(G), 且 对 S 中 的 每 个 顶点 x 存在 一 条 非 饱 
和 路 zz 路 ,显然 ,x € |. XEM G 中 不 存在 下 可 增 路 , 故 Z& S, 
4 6= (5,5) G 的 切割 .对 任意 边 (y,w)Ek, 且 yEs,wEs， 
所 以 存在 一 条 非 下 饱和 路 wy, 因 此, 下, = Cu; 否则 向 上 上述 zy 路 
中 添加 边 (y,w) 将 得 非 下 饱和 路 ww, 这 与 w 5 738. ЖИВ, 
对 任意 边 (y,w) C k. Н yE3,WwEs, 有 下 ,=0. 由 上 节 定 理 3 
知 ,F 是 最 大 流 .证 毕 

到 此 ,我 们 可 以 构造 求 网 络 G 的 最 大 流 的 算法 ,其 步 双 为 : 

(1) 从 一 个 流 ( 例 如 ,每 条 边 上 的 流 基 为 0) 开 始 ，; 

(2) 查 找 下 可 增 路 .如 果 下 可 增 路 不 存在 ,结束 , 流 是 最 大 流 ，; 

(3) 沿 下 可 增 路 增加 流量 A, 其 中 A 按 定 理 1 所 定义 ,并 转向 
(2). 

算法 求 网 络 的 最 大 流 

这 个 算法 求 出 一 个 网 络 的 最 大 流 . 每 条 边 的 容重 是 一 个 非 负 
数 . 

输入 :一 个 网 络 , 它 具 有 源 a, 汇 z, 容量 C, 顶 点 a = vo,…， 
о. = Z , l n 
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输出 ;最 大 流下 

procedure ran-flow (a,z,C,v,n) 
[o 的 标记 是 (P(v),valtw)| ,用 0 流量 开始 | 

for 每 条 边 (i,j) Чо 


F;:=0 
for i:=0 to n do 
begin 
РО е): = null 
val( v; ); = null 
end 
| 标记 а | 
` p(a): = — 
val( a); = >o 
15 是 未 考查 的 有 标记 的 顶点 | 
s:= jal 
| 继续 ,直到 z 被 标记 | 
While vallz)=nul do 
begin 
if s=@ thn НЕХ Е 
在 s 中 选择 > 
5 = ~— {а { 
A: = val( 2) 


for val(w)=null 的 每 条 边 (vw,zw) 


if Р„<С then 
begin 
plw):=wv 


чаб): = min] À , С. — PF! 
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з= ші 
end 
for val(w) 二 null (ш, о) 
if Е. >20 then 
begin 
р(х): => 
val(w): =minl A, F... i 
s:=sU {тю} 
end 
end 
GREM а 到 > 的 路 ,修改 其 上 的 流量 } 
Wa: = z 
k: =0 
While W,Za do 
begin 
W,,,:= P( W,) 
k:=k+i 
end 
P:=(W,, W,- Wi: Wo) 
A: = val( z) 
for ;:=1 to k do 
begin 
e:=(W,, №, 1) 
if e ÆP ЕЛЕН 
then F. :=F,+ A 
ele F,;:=F,- A 
end 
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do 


例 1 在 这 个 讨论 中 ,如果 顶点 史 WEP) q 和 val(w)= 
zt; 则 我 们 在 图 中 标记 о 为 (9 ,t) .我 们 初始 化 每 条 边 的 流量 为 0， 
其 解 题 过 程 显示 于 图 6-9(1) 一 (16)， 


рз 4.0 ра ВИ 96 


1) (2) 其 余 标识 局 (1) 


Pe 


1 pı 
{3) 其 余 标 识 间 (2) (4) 其 余 标识 同 (3) 


А ' Va 
‚ (5)P=(e, 04,2} (6 其 余 标识 同 (5) 


m ее (2,2) 


{7} 其 余 标识 同 (6) (DHARRA (7) 
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С 25 (02,1) 
í“ >< м 

527 
р , 
vaqa ) 


(15)P= (алзы 5=ф {1 人 0 最 大 流下 


图 6-9 
上 述 求 网 络 最 大 流 的 算法 又 称 为 标号 法 (labelling method). 
在 网 络 G 中 ,假设 关联 于 源 a 的 边 的 容量 之 和 是 正 整数 C. 标 号 
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法 的 每 次 选 代 至 少 增加 流 的 值 为 1, 而 流 的 值 不 会 超过 C. 因此 ， 
经 有 限 次 步骤 之 后 ,该 算法 将 终止， 

定理 3 标号 法 结束 时 生成 网 络 G 的 一 个 最 大 流 . 而 且 , 如 
# P 和 P 分 别 是 标号 法 结束 时 已 标记 和 没 标 记 的 顶点 , 则 切割 
(也 ,五 ) 是 最 小 的 ， 

证 明 设 P 和 P 分 别 为 算法 结束 时 已 标记 和 没 标记 的 顶点 . 
考虑 边 (i ,7), 其 中 i€EP,jEP, 因 为 i 已 标号 ,我 们 必然 有 FF = 
C, ,否则 ,我 们 应 对 j 进行 标号 .现在 考 虚 边 (j ,i) ,其 中 jyEP,i 
乞 P, 因 为 i 已 标号 ,我 们 必然 有 Fy =0, 否 则 ,我 们 应 对 j 进行 标 
号 .由 本 章 第 一 节 的 定理 3 知 ,算法 结束 时 流 最 大 而 切割 最 小 . 

定理 4{ 最 大 流 最 小 切割 定理 ) 在 任何 网 络 G 中 ,最 大 流 的 
值 等 于 最 小 切割 的 容量 ， 

а ЕГЕС 的 最 大 流 , 由 本 节 定 理 2 知 ,G 中 不 存 
# F 可 增 路 .如 果 G 不 包含 F 可 增 路 ,那么 G 存在 最 小 切割 (P， 
P), 使 得 (P,P) 的 每 条 边 是 下 饱和 的 ,而 (P,PP) 的 每 条 边 的 流量 
是 零 . 因此 , У УЕ, = С(Р,Р), B >》 УЕ, =0. 从 而 ,val(F) 


z€ P yg Ë хЄРУЄР 


= DEF,- EIF, = С(Р.Р). 


z€ P € P тєРУЄР 

流量 为 整数 的 最 大 流 称 为 整数 最 大 流 . 由 标号 法 很 容易 得 到 
下 列 一 条 重要 定理 . 

定理 5{ 整 数 流 定理 】 任 一 网 络 中 ,车 所 有 弧 的 容量 都 是 整 
数 , 则 必 存 在 整数 最 大 流 . 

Ш 按 标 号 法 ,其 中 运算 是 整数 减法 ,整数 中 取 最 小 值 ,所 
得 的 数 仍 是 整数 . 因此 ,只 要 初始 可 行 流 在 各 条 边 上 的 流量 是 整 
数 , 求 得 的 最 大 流 是 整数 最 大 流 .证 毕 

标号 法 是 由 Ford 和 Fulk 在 1957 年 首先 提出 的 ,然后 由 Ed- 
monds 和 Karp 在 1972 年 稍 加 修正 的 . 
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标号 法 的 基本 思想 是 从 网 络 G 中 任何 一 个 已 知 流 下 (如 零 流 
量 ) 开 始 ,递归 地 构 作出 一 个 其 流量 值 不 断 增 加 的 流 序列 ,并 日 终 
止 于 最 大 流 .在 每 个 新 的 流 F 作出 之 后 ,如 果 存 在 下 可 增 路 已 , 则 
作出 基于 P 的 修正 流 F" ,然后 将 F" 作 为 初始 流 重 新 执行 算法 .如 
困 不 存在 下 可 增 路 , 则 算法 停止 . 

在 算法 的 执行 过 程 中 ,G 中 顶点 被 分 成 三 类 ;未 被 标号 ( 即 未 
曾 进 入 S); 已 被 标号 但 未 被 删 去 ( 即 仍 在 S 中 ) ,已 被 标号 且 已 被 
删 去 ( 即 已 从 S ФИ). 标号 程序 中 应 本 着 “ 先 标号 先 删 去 ”, 即 
“先进 先 出 "的 原则 , 即 在 删 去 i 之 前 应 先 删 去 在 i 之 前 已 被 标号 
过 的 顶点 .这 样 做 的 目的 是 确保 选择 一 条 最 短 F 可 增 路 .例如 , 考 
BA 6-10 所 示 的 容量 网 络 G. 显然 G 中 存在 一 个 值 为 2m 的 流 
下 . 若 从 零 流 量 开 始 , 交 错 选 取 (z,ziy,zrayzi,z6yy) 和 (zziyz5， 
zzyz3y3y) 作 为 可 增 路 ,每 次 修正 流 的 值 增加 单位 值 ,需要 进行 
2т +1 次 标号 过 程 . 由 于 т 的 任意 人 性 ,因此 算法 不 仅 与 网 络 规 
模 , 而 且 与 m 有 关 . 若 按 “ 先 标 导 先 删 去 "的 原则 ,标号 程序 只 和 需 进 
行 2 次 就 可 获得 最 大 流 . | 


图 6-10 
事实 上 ,对 于 一 般 的 整容 量 网 络 G ,我 们 可 以 证 明 : 若 每 次 修 
正 流 F 是 通过 最 短 可 增 路 获得 的 ,那么 标号 程序 至 多 进行 


LIEG) | VCG)1 次 就 可 以 获得 最 大 流 . 
值得 指出 的 是 ,对 无 理 数 容量 网 络 ,Ford & Fulkerson 给 出 了 
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一 个 例子 ,说明 标 号 法 不 能 在 有 限 步 内 停止 ,并 且 计 算 过 程 中 得 到 
的 流 序列 也 不 收 铺 于 最 大 流 ， 


第 三 节 Menger 定理 


最 大 流 最 小 切割 定理 是 图 论 中 的 一 条 重要 定理 ,适当 地 选择 
网 络 ,可 容易 地 得 到 许多 其 它 定理 . 著名 的 Menger 定理 也 可 以 由 
它 导 出 .为 此 , 先 给 出 有 关 概 念 . 

itr Жу 是 图 G 中 不 同 两 顶点 . 工 = {slini G 中 
连结 xz 和 y 的 路 (车 G 是 有 向 图 , 则 指 从 x 到 » 的 有 向 路 ) 的 集 
合 , 若 工 中 任何 两 条 路 去 51, НУС) ПУ) = iz,yl, ИЖ 
L E G 中 内 部 点 不 交 的 (internally vertex-disjoint) +y 路 的 集合 ; 
E L 中 任何 两 条 路 1; 与 上 均 有 E(L)NE(L)= 分 , 则 称 工 是 G 
中 边 不 交 的 {edge-disjoint) ху 路 的 集合 . 我 们 用 & (x,y) 和 
各 (zy) 分 别 表示 图 G 中 内 部 点 不 交 和 边 不 交 的 zy 路 的 最 大 条 
数 . 

> fly 是 图 G 的 两 个 不 同 顶 点 , PEV(G),P= У(С) -Р, 
B<x€P,y€P,B=11 V, VII VEP, V € PI(# G 为 有 向 
图 , 则 B=1V, VDI VEP,VEP1) 称 为 (P,P) 作 用 下 的 G 
的 zy 8 (сш edge-set). 具有 最 小 边 数 的 xy 截 边 集 称 为 最 小 
ху 截 边 集 { minimum cut edge-set} .我们 用 А; (zx,y) 表 示 G 中 最 
小 zy RURAR. 显然 , (х,у) <А (х,у). 

引 理 1 设 G 是 以 xz 为 源 y 为 汇 的 网 络 ,每 条 边 的 容量 为 1， 
则 

(1)G 中 最 大 流 的 值 等 于 G 中 边 不 相交 的 从 x 到 y 的 有 向 路 
的 最 大 条 数 . 

(2)G 中 最 小 切割 的 容量 等 于 G 中 最 小 zy 截 边 集 的 边 数 . 
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证 明 (1) 由 整数 流 定理 , 设 下 是 G 中 的 整数 最 大 流 . 在 G 
中 删 去 流量 为 零 的 边 得 五 ,对 于 H 中 每 条 边 (i,j), 均 有 F. =1. 
我 们 有 

和 

dega (2) = dega (i) із, у 

因此 ,五 中 存在 val( 下 ) 条 边 不 相交 的 从 xz 到 y 的 有 向 路 ,由 
于 加 人 zy) 的 最 大 性 ,因而 уа F)< (х,у). 

ЖА, „(т = ylz y Æ бт 条 边 不 相交 的 从 工 
到 у 的 有 向 路 , 令 

i „Ей 
Е = izt 
0 否则 

得 到 G 的 一 个 可 行 流 F* ,是 val( F * ) = mm. 因 为 下 是 最 大 流 , 所 
以 m = val( F? )<val(F)., 

因此 ,val(F)= elr, y). 

(2) 设 (P,P) 是 G 的 最 小 切割 ,B 是 (P,P) 作 用 下 的 G 的 zy 
截 边 集 , 则 G — B 中 不 存在 从 zz 到 y 的 有 向 路 ,所 以 

Ас(х,у)<1В |= С(Р,Р) 

ЯВ E G 中 最 小 zy RAR, |В" |=. A (х,у). 5 S= 
I: € V(G),G - В" ФЕМ х 到: 的 有 向 路 .于 是 TES,y 
入 S. 显 然 (S,5) 是 G 的 一 个 切割 ,EE(S,S) 作 用 下 的 G É xy Ж 
边 集 记 作 В’. 

ВЖ, |В = С(5,5)22С(Р,Р) = |В. 

LEAX Е(С-В')ПВ = 0,90 G — B` ФМ z Яу 存在 
有 向 路 ,这 与 B* 的 定义 矛盾 . 所 以 В'СВ'`,ЖН А (х, у) = 
Ів“ |2218 =С(8,5)22С(Р,Р) = [ВІ. 

HIE, Ас (х,у) = С(Р,Р). 
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定理 1 设 x 和 y 是 有 向 图 G 中 任意 两 个 不 同 顶点 , 则 G 中 
从 工 到 y 的 边 不 相交 的 有 向 路 的 最 大 条 数 plr y FT G 的 最 
М ху ВОЗ АНАС (х,у). 

ШЕВА 在 有 向 图 G АЕА БЕ u SE. 因 仪 考 虞 从 x 
到 y 的 有 向 路 , 删 去 以 z 为 终点 的 按 和 以 y 为 起 点 的 边 .得 到 一 个 
以 х 为 源 ,y 为 汇 的 网 络 品 . 

对 于 网 络 忆 , 由 最 大 流 最 小 切割 定理 知 ,存在 最 大 流 F 和 最 
小 切割 (P,P), Н val(F)= С(Р,Р). (х,у) = val( F), 
С(Р,Р) = А,( х,у), ВТЕ 

(х,у) = А (х,у) 

定理 2 设 z 和 y 是 连通 无 向 图 G 中 任 两 个 不 同 顶 点 , 则 
(х,у) = А r,y). 

EA 对 连通 无 向 图 С, WE G 的 对 称 有 向 图 五 . 若 ! = 
(Va, Уз, V, y G 的 一 条 路 当 且 仅 当 i 是 DD 的 一 条 有 向 路 . 
G 中 从 z 到 y 的 边 不 相交 的 路 的 最 大 个 数 等 于 吃 PA r 到 y 的 
边 不 相交 的 有 向 路 的 最 大 个 数 ,同时 , (P,P) 作 用 下 的 G 的 最 小 
ху 蕉 边 集 的 边 数 等 于 的 最 小 xy 截 边 集 的 边 数 . 

以 上 两 个 定理 是 Menger 定理 的 边 形式 ,下 面 再 给 出 Menger 
定理 的 点 形式 ， 

É z 和 y 是 图 G 的 两 个 不 同 顶 点 ,车 存在 SV(G)- (r, 
УНЕ С- 5 中 不 存在 从 x 到 y 的 路 ( 若 G 是 有 向 图 , 则 是 指 从 x 
到 y 的 有 向 路 ), 则 称 S 为 G Ф ху 分 离 集 (separating set). HAS 
ЛАЖНА ху 分 离 集 称 为 最 小 xy ЛИШ. G 中 最 小 ry 分 离 
集 的 顶点 数目 记 作 Kc (х,у). ШАЙ, Elx, y) Kela, y). 

# + 和 y 是 图 G 中 不 相 邻 的 两 个 项 点, 则 G 中 ху 分 离 集 一 
EFE. 

定理 3 Br My 是 图 G 中 不 相 邻 的 两 个 顶点 , 则 名 (zy) 
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=К„(т,у). 

定理 的 证 明 留 作 练习 . 

下 面 ,再 来 讨论 二 分 图 的 最 大 匹配 问题 . 

设 G 是 具有 二 部 划分 ( Vi, V,) 的 二 分 图 ,构造 相应 的 以 a 
H = ARRIN, N 的 顶点 集 V(N)= V. Ü VU ta,z} ‚Л 
Ж E(N)=l|(a,z)|z€ V.IU10y,z)|y>y€ VURK yl z€ 
У,у У, ,在 边 4a ,zx) 和 (y,z) 上 都 取 容 量 为 1, 在 边 (z,y) 上 
取 容 量 为 oo .例如 ,图 6-11(b) 即 为 6-11(a) 所 示 二 分 图 的 网 络 . 


(а) 


图 6-11 
定理 4 W G 是 具有 二 部 划分 (Vi,V,) 的 二 分 图 ,其 相应 的 
网 络 为 N , 则 
(LN 的 流 给 出 G 的 一 个 匹配 . 顶点 z€ V, 与 y€ V, 匹配 
当 且 仅 当 边 (x ,区 的 流量 为 1. 
(2)N 的 最 大 流 对 应 于 G 的 最 大 匹配 . 
ЖАН ita 是 网 络 N 的 源 ,z 为 N 的 汇 , 并 假定 N 有 已 知 


流 . 
(1) 假 定 边 (x ,y) 的 流 基 为 1, 其 中 >€ V,,y€ У,.ЖАТ 
х HAEl, т). Ala ,zx) 必 然 有 流量 1, 于 是 进入 z 的 流量 
为 1. 因 为 流出 т 的 流量 也 是 1 ,流量 为 1 且 以 z 为 起 点 的 唯一 边 
М(х,у). ЭКШН, ЖУТ 且 以 y 为 终点 的 边 只 有 边 (z,y). 如 
果 王 是 流量 为 1 的 形 如 4z,y 的 边 的 集合 , 则 三 的 成 员 没 有 公共 
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点 ,于 是 M 是 G 的 一 个 匹配 . 

(Dit M E G 的 最 大 匹配 ,在 G 的 相应 网 络 N 中 ,对 应 于 M 
的 每 一 边 (x,y), 有 一 条 从 a 到 z ЮВ а, х,у, х), Ва 
为 N 的 源 ,z 为 N 的 汇 .在 N 中 定义 流 F, 在 这 种 有 向 路 的 每 边 上 
的 流量 为 1, 在 其 余 边 上 的 流量 均 为 0. 由 于 M 是 匹配 ,上 述 有 向 
路 是 内 部 点 不 相交 的 ,因此 чаі Е) = | М. ВАТТ, Е М 的 
最 大 流民” ,显然 有 |M | =val( Fy<Gval( F * ). 

由 于 F'E N 的 最 大 流 ,不 妨 设 F 是 整数 流 .由 N 的 容量 
A, F 在 每 条 边 的 流量 为 0 或 1. 由 于 边 (a,x) 与 (y,z) 的 容量 为 
1, 且 从 & 到 xz ПКМ у 到 z 只 有 一 条 有 向 边 , 因 此 着 Е; =1, 
FL =0, Fi =0, RP rAr, узу. WE ry Е = 1) 对 应 
于 G 的 一 个 匹配 MM ', H IM | 二 val(F*). 又 因 M 是 最 大 匹配 , 因 
此 ,val(F*)=|M'| 志 | M|. 

所 以 ,|M|= val( F`). 


第 四 节 最 小 费用 最 大 流 


已 经 讨论 了 在 网 络 中 求 最 大 流 的 方法 ,一 般 在 网 络 中 还 有 一 
个 “费用 ”问题 ,一 条 边 上 不 仅 标 上 容量 ,还 有 单位 流 景 的 费用 .下 
面 我 们 先 看 一 个 具体 实例 . 

某 日 旅行 社 要 安排 旅客 从 A 城市 坐 飞机 到 B 城市 ,途径 若干 
个 机 场 , 有 几 种 路 径 由 А 到 В. 旅客 即 可 结伴 而 行 ,也 可 单独 旅 
行 . 问 这 家 旅行 社 如 何 安排 使 运送 的 旅客 最 多 而 旅费 最 少 ? 

我 们 构造 -一个 网 络 G, 用 顶点 表示 A.B 以 及 它们 之 而 的 机 
场 ,其 中 A 为 源 B 为 汇 ;用 边 表 示 机 场 之 间 将 要 起 飞 的 各 次 班机 . 
每 条 边 的 容量 是 对 应 班机 的 座位 数 ,而 每 条 边 的 费用 是 相应 班机 
上 一 张 机 票 的 价格 .问题 转化 成 求 网 络 G 的 最 大 流 且 使 所 花 的 费 
用 最 小 .这 就 是 我 们 要 讨论 的 最 小 费用 最 大 流 问题 . 
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E G EUr 为 源 y 为 汇 的 网 络 ,C 是 G 的 容量 ,5 是 GG 的 单 
位 流量 费用 ,下 是 G 的 流 , 则 56(F)= ` Zo Fsbs 称 为 F 的 费 
用 .最 小 费用 最 大 流 问 题 ,就 是 求 网 络 С 的 最 大 流 F 且 使 费用 
(五 ) 最 小 .这 样 的 流 称 为 最 小 费用 最 大 流 (minimum-cost maxi- 
тит flow). P ЖС 中 有 指定 正 向 的 图 , 令 
-1 (i,jyE P PEMA 
5 | F, (i, 站 是 P 中 反 向 边 
(Р) = тіпа |4,3) ЄЕ(Р)! 
# G 中 的 图 PP 存在 一 个 定向 使 sa; >20, ДРЕН В 
(increment cycle) .对 于 天 增 广 图 户 , 我 们 可 以 定义 下"; 
Е;+о(Р) 《i,j) 为 P 的 正 向 边 
F -ea (2,3) P 的 负 向 边 
Е, 其 它 
容易 验证 ,F' 是 G 的 流 且 val(F° )= val (F). ЕТ ЕЙ 
ГР 的 修正 流 {revised flow). 
设 卫 是 下 增 广 团 , 则 定义 6(P,F)= У b - У) bby， 


(БЄРЇ (EP 
ЖФ Р" Р Е, РГ P REAR, A F AP 
费用 . 若 对 G 中 其 流量 值 等 于 val( 王 ) 的 任何 一 个 流 ЕД b( F) 
ЬЕ), Д 下 为 最 小 费用 流 . 


对 于 任意 项 点 j 我们 称 流 下 在 顶点 ; 的 净 流 出 量 > F, 
- D FATA 的 流量 . 设 F 和 F' 是 两 个 在 每 个 顶点 的 流量 相 
等 的 流 , 如 果 在 圈 P 上 满足 
Fy<F, (i,j EP 
F >F, (i,jEP- 
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则 称 在 圈 P ЕР РЕШЕ F< F. 当然 ,这 种 “ 优 于 ”关系 是 相 
HTE P 的 其 个 定向 而 言 的 . 

引 理 1 如 果 下 ,FF 是 两 个 在 每 个 顶点 的 流量 都 相等 的 不 同 
流 , 则 存在 圈 C 使 得 在 C 上 F<F.. 

证 明 HEM FEF, WEH, j) F, F, ,不 妨 设 
Р,<Е, ABRA j EA F FERA] 的 流量 相等 , 则 存在 边 
G, ME F, < F RETEA, jE F, > Е, .再 对 顶点 :进行 类 
似 讨 论 ,由 顶点 个 数 的 有 限 性 , 故 必 存 在 圈 P 使 得 对 P 的 任意 边 
e, FAF. h Р EREHE, FE Р 的 定向 使 在 P 上 F<F.. 

引 理 2 如 F,F 是 两 个 在 每 点 流量 相等 的 流 , 则 从 下 经 有 
限 次 在 图 上 的 调整 可 以 得 到 F”. 

证 明 令 m=l|jlel F, ÆF || WẸ m=0, 则 下 =F', 结 论 成 
立 , 不 妨 设 m 尖 0, 由 引 理 1 知 ,存在 图 PP 使 得 F<F. 令 FV 是 下 
ТЕШ P 上 的 调整 , 且 调 整 值 se, = mini |F, -F |le€ E(P)I,MJ 
ту = ПЕЕ Е «т -1 ER LEHR, EE : KA m, = 
0, 即 FO =F. 

由 引 理 2 的 证 明知 ,对 任意 边 e, 如 果 F. < F° i ЕСЕ" 
ЕО SC FU =Е WR Бе> ЕЩ FFP FP Z ZF 
=F.. 

定理 1 G 是 以 x 为 源 y 为 汇 的 网 络 ,FF 是 最 小 费用 流 洁 G 
FHER FR EPRA Ь(Р,Е)20. 

证 明 (==) 设 下 是 最 小 费用 流 ,P 是 玉 增 广 图 ,并 设 F 为 基 
ҒЕЈ Р 的 修正 流 .由 于 val (F)= va (F), ВТЕ 

OBF)- (Е) = (Р) D, b- D, b) 


G¿jy€ pt G. pe p 


=e (P)b(P ,F) 
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由 于 o(P)>0, FFV bP, F)20. 

(<) Е' 是 网 络 G 的 任意 流 , 由 引 理 2 知 ,从 下 经 有 限 次 
调整 后 可 以 得 到 下 " , 设 依次 在 圈 Pi, Piss P, 上 进行 调整 ,从 F 
得 到 FF*. 

xP, 上 的 任意 边 e, 当 eE€ PI BJ, F.< FI <с(е), mH eE 
Pi Hf,F.>F220,Frh с E G 的 容量 ,于 是 P 是 下 增 广 图 ,由 
已 知 有 p(P,, F)20. 


令 F" 是 下 在 P! EWE e =minl|F.— F? || e€ E(P) H 


调整 所 得 到 的 流 , 且 p (F )=b(F)+te bP FLF). ЖЕ 
去 考虑 圈 P ,由 于 P, E FU < F` BI e€ P; 时 ,FI<F 
而 当 e€ P; 时 ,Fo > F2 ,于 是 当 eE P; BF, F. <ç FI < F: < 
с(е); H e€ Р; 时 , Fe 之 FW > F: 220, TE P, 也 是 下 增 广 
ВЕ, b(P.,F)20. 

AMTT bE” bl F.) ES ЖУН 489 p( F)< 
b(F'U)SCp(F22)Sc- (ЕУ) = (Е), TE F EF G 的 
最 小 费用 流 . 

于 是 定理 证 毕 . 

定理 1 提供 了 解 最 小 费用 最 大 流 问 题 的 一 个 算法 .这 个 算法 
是 Klein(1967) 提 出 的 .算法 的 基本 思想 是 :已 知 G 是 以 z 为 源 y 
为 汇 的 网 络 , 从 G 的 任何 一 个 最 大 流下 出 发 ,检查 每 个 下 增 广 
а. ЖТА F 增 广 图 的 费用 都 是 非 负 的 , 则 下 就 是 所 求 的 最 小 费 
НЕК. ETE FH AP (15 60(Р,Е) <0, 则 用 修正 流 F” 
RE F, FEZ LEHE. 

由 此 可 以 看 出 ,从 一 个 最 大 流 下 过 洲 到 另 一 个 最 大 流下 * 的 
关键 是 寻找 其 费用 为 负 的 F 增 广 圈 . 我 们 可 以 通过 作 网 络 G 的 
辅助 图 万 来 实现 这 一 点 . 

已 知 G 的 容量 为 C, 流 为 下 ,单位 流量 费用 为 b. 设 边 € 
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E(G), 用 2 表示 通过 改变 e 的 方向 而 得 到 的 新 边 .定义 加 权 图 D 
如 下 : 

V(D)= V(G) 
БОЛ e€ E( G) 

# F.=0,J| € E(D)A o, = 6,; 

Ж F,=C. MLC E(D), Н а= –Ь,: 

车 0<F<C. 则 e, EED), а. =, = — b,. 

H PEG 中 F 增 广 图 , 则 对 任何 zeEE(P), 均 有 0<F< 
C.. Ai е,2ЄЕ(р). P ED 中 对 应 于 P НАРС 
E(BP). 令 P' =Pp',p- =Е(Р)-Р',Ш РФ ЁШ 

bP,F)= У Ь,- >; b, 
e€ pt EP 


= 2; o D (- o) 
«ЕБ ¿e P` 


= > W, Z wh 
eE EIP) 
RZA P ED ih "еп, Ф 
P? eE «> 
P- =E(P)- 


W P'CE(D)B P- VEN 
P*=P',P = {е|еЄЕ(Р)Н гЄР`| 
则 容易 验证 P' U P В ЮНЕ, Е. 


– ды 20 а= 202 (а 


e€ FE(P) 
= 21 5,— У (Р) 


e€ P ЄР 
于 是 寻找 G 中 其 费用 <0 的 下 增 广 图 就 等 价 于 在 DD PIRMA 
和 的 有 向 图 .此 有 向 图 称 为 负 转 .这 样 我 们 得 到 下 面 的 定理 . 
定理 2 G 是 以 x 为 源 y 为 汇 的 网 络 , 是 对 应 于 网 络 G 的 
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加 权 图 , 则 F ЖС BEL BW D PREMA. 

算法 ”Klein 算法 

(1) 求 网 络 G 中 的 最 大 流下 ; 

(2) 构 造 对 应 于 G ЖИШШ р; 

GVR D 中 的 负 图 . ATREA, ШИЕ ШЕ, ЕЕ 是 最 小 费用 最 
К.ж D 含 负 图 P, 则 PUP E FA EES P 的 方 
向 一 致 ), 作 修正 流 F" ,并 用 F" 代替 F 转 第 (1) 步 . 


(e)D(F*) 


Bl 6-12 
例 1 考察 图 6-12(a) 所 示 网 络 G ,其 中 边 上 的 有 序数 对 分 别 
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为 该 边 的 容量 和 费用 .我 们 已 求 得 最 大 流 F 如 图 6-12{b) 所 示 . 由 
Klein 算法 构 作 对 应 于 网 络 G 的 加 权 图 DD(F) 如 图 6-12(c) 所 示 ， 
6-12(c) 中 的 虚线 表示 的 是 一 条 负 图 ,对 应 的 下 增 广 轿 如 图 6- 
12(b) 中 虚线 所 示 . 基 于 这 个 F КГ) ЕЙ Е" 如 图 6-12(d) 
所 示 . 青 执行 Klein 算法 构 作 D( F" ) 如 图 6-12(e) 所 示 , D(F ) 
中 无 负 圈 ,所 以 F 是 最 小 费用 最 大 流 .事实 上 ,5(F)=83>81= 
bF’). 


Жат Реп 网 简介 


1962 年 ,Petri 在 其 博士 论文 中 首先 提出 了 Peri W, MARE 
计算 机 科学 ,管理 科学 .系统 分 析 等 领域 的 广泛 应 用 ,Petri 网 在 国 
内 外 获得 了 广泛 的 重视 .我 们 知道 ,前 面 所 谈 到 的 图 论 方法 ,充分 
显示 了 其 表示 静态 关系 的 作用 ,而 Peri 网 是 揭示 系统 的 动态 特 
性 ,描述 的 是 动态 现象 的 关系 .同时 ,Petri 网 也 是 并 行 处 理 的 图 形 
模型 ,是 刻 划 和 研究 并 行 处 理 的 一 种 方法 . 

定义 1 有 向 图 G=《V,E), 其 中 V=PUT, 且 PNT= 
Ó ,E 中 每 条 边 与 忆 中 的 一 个 顶点 和 了 中 的 一 个 顶点 相关 联 , 称 
该 有 向 图 G= (У, Еу Petri 网 .其 中 PRAGER, THA 
转移 集合 . 

事实 上 ,Petri 网 是 一 个 有 向 二 分 图 ,两 个 不 相交 的 顶点 集 被 
称 作 位 置 和 转移 ,一 般 地 ,在 Peri 网 中 允许 平行 边 ,为 简化 起 见 ， 
在 本 节 不 允许 出 现 平行 边 . 

一 般 地 ,用 圆圈 表示 位 置 ,用 方 框 表 示 转 移 . 

例 1 如 图 6-13 所 示 是 一 个 Petri 网 . 

利用 Реті 网 还 可 表示 并 行 算法 .例如 求 ab + cd 可 用 图 6-14 
Жл: ахь 和 .xd 可 在 同一 时 刻 进行 计算 . 

定义 2 对 一 个 Petri 网 分 配给 每 个 位 置 Р 一 -个 非 负 整数 ， 
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6-13 Pemi 网 示例 


6-14 
称 这 样 的 Petri 网 为 标记 Petri 网 . 
一 个 Petri 网 的 标记 M ,可 以 看 作 是 从 位 置 集 到 非 负 整数 集 


的 一 个 函数 .着 标记 M 对 位 置 点 PP 赋值 非 负 整 数 , 我 们 说 位 置 
点 了 有? 个 记号 ,每 个 记号 用 一 个 黑 点 表示 , 画 在 圆圈 的 内 部 . 
例 2 如 图 6-15 所 示 是 一 个 标记 Petri W. 


t 


Р, 


图 6-15 
在 模型 中 , 若 将 位 置 点 看 作 是 条 件 , 而 转移 点 是 执行 或 运算 或 
事件 ,那么 记号 数 则 用 以 刻 划 条 件 是 否 成 熟 . 
例 3 用 转移 点 表示 指令 ,而 位 置 点 表示 一 条 指令 能 够 被 执 
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行 的 条 件 , 图 6-16 显示 了 下 列 简单 计算 机 程序 的 Peri 网 模型 ， 
a =) 


Bi 6-16 

图 中 的 记号 说 明 执行 a =0 和 b=1 的 条 件 满足 . 

EXI 在 一 个 Petri 网 中 ,如 果 一 条 边 从 位 置 点 呈 指 向 转移 
点 1, 称 P 是 转移 1 的 输入 位 置 .类 似 地 , 若 一 条 这 从 转移 点 上 指 
向 位 置 点 P, 称 P 是 转移 : 的 输出 位 置 . 对 一 个 转移 点 上 ,如 时 每 个 
输 和 位置 至 少 有 -- 个 记号 , 称 上 是 使 能 的 . 对 于 一 个 使 能 的 转移 ， 
从 每 个 输入 位 置 中 移出 一 个 记号 而 在 每 个 输出 位 置 加 入 一 个 记 
号 , 则 称 激发 了 使 能 转移 . 


例 4 在 图 6-15 的 Petri 网 中 ,位 置 P, 和 P, 是 转移 г. 的 输 
人 位 置 .转移 上 和 1, 是 使 能 的 ,但 转移 г, 不 是 使 能 的 , 如果 我 们 
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激发 转移 2,181 6-17(a) 所 示 的 标记 Petri 网 .此 时 转移 t Ж 
使 能 的 . 如 果 我 们 激发 1; ,得 到 如 图 6-17(b) 所 示 的 Petri 网 . 这 
时 ,无 转移 是 使 能 的 ,于 是 无 转移 可 激发 . 

定义 4 如 果 一 个 激发 序列 将 一 个 标记 M 转换 为 标记 AM “， 
称 M' EAM А. 

例 5 在 图 6-18 +, M“ 通 过 首先 激发 再 激发 1; 是 从 M 
可 达 的 . 


6-18 
在 Petri 网 建 模 中 ,激发 转移 将 模拟 事件 的 出 现 . 仅 当 一 个 事 
件 执行 的 所 有 条 件 都 能 满足 时 , 它 才 能 够 发 生 . 即 仅 当 转移 是 使 能 
的 , 它 才 能 被 激发 .在 图 6-16 中 ,通过 在 位 置 P 和 P 设置 记号 ， 
标明 了 执行 指令 a =0 和 b=1 是 使 能 的 ,它们 能 够 以 尾音 次 序 或 
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同时 地 被 激发 . 仅 当 位 置 P, 和 P, 有 记号 时 ,转移 d= b +a АЖ 
使 能 的 .但 是 ,这 些 位 置 仅 当 转移 a =0 A b =1 被 激发 后 才 会 有 
记号 .也 就 是 说 ,事件 4=5+a 能 够 发 生 的 条 件 是 c=0 和 8=1 
必须 被 执行 过 .从 而 可 建立 如 图 6-16 所 示 的 合法 执行 序列 和 相应 
的 并 行 性 模型 . 

在 Peri 网 理论 研究 中 ,最 重要 的 性 质 是 活动 性 和 安全 性 . 活 
动 性 与 死 锁 的 存在 有 关 , 安 全 性 与 有 界 存储 容量 有 关 . 

下 面 通过 一 个 实例 来 抽象 出 相应 的 基本 概念 ， 

例 6 甲乙 两 人 共享 具有 一 个 磁盘 驱动 器 D 和 和 一 个 打印 机 
的 计算 机 系统 .每 人 既 需 要 D 又 需要 已 .这 时 一 种 可 能 的 Petri 网 
模型 如 图 6-19 所 示 . 


图 6-19 
6-19 标记 M 指明 DD 和 P 都 是 可 用 的 . 
现在 假定 甲 要 求 D, ЖК P( 而 乙 不 要 求 ). 甲 首先 启动 转 
移 “ 要 求 D” ,之 后 再 启动 转移 “要 求 P" 以 模拟 这 些 事件 的 发 生 ， 
得 到 图 6-20 所 示 的 Petri W. 当 甲 完成 过 程 并 释放 D 和 PP, 将 返回 
如 图 6-19 所 示 的 Реп 网 (其 中 ,通过 局 动 转移 “过 程 ”, 并 启动 转 
ЖЖ D 和 P" 来 完成 ). WEZER D НЕЕ Р, (ПН р 
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和 PP 均 不 要 求 ), 可 得 到 类 似 的 启动 序列 . 

车 假定 对 图 6-19 所 示 的 Peri 网 中 , 当 甲 要 求 六 ,而 同时 乙 要 
+ P, 模 拟 事件 发 生 并 启动 了 适当 的 转移 后 ,可 得 如 图 6-21 所 示 
的 Petri 网 .注意 这 时 再 没有 可 启动 的 转移 . 甲 正 等 待 乙 释放 Р, 
乙 正 等 待 甲 释放 D. 系统 内 部 的 活动 停止 ,可 认为 发 生 了 死 锁 . 形 
象 地 说 ,如 果 一 个 有 标记 的 Petri 网 中 没有 转移 可 启动 , 则 称 该 有 
标记 的 Petri 网 是 死 锁 的 .在 并 行 处 理 环境 中 , 死 锁 的 防止 是 极为 
重要 的 课题 . 


pap DARCA 
结束 工作 WE 


图 6-20 

如 图 6-20 所 示 说 明了 甲 启动 “要 求 D ПЖ КР” (EPER 
D ЖР) Petri 网 . 

图 6-21 APAD ER D" 和 乙 和 启动 “" 变 求 P" 后 的 Petri 网 . 
由 于 甲 . 乙 . 互 不 释放 已 有 资源 又 申请 未 占用 资源 ,导致 Perri 网 死 
锁 . 

定义 5 WEJM Peri 网 的 一 个 标记 M 开始 ,不 论 出 现任 何 
启动 序列 ,都 可 能 通过 某 些 附加 的 启动 序列 的 处 理 , 启 动 任意 给 定 
的 转移 , 则 称 М 是 活动 的 . 

如 果 一 个 标记 M 对 于 某 个 Petri 网 P 是 活动 的 , 则 不 论 启动 
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要 求 中 | | PTER f ago 


图 6-21 

任何 转移 序列 ,P 永远 不 会 死 锁 . 实际 上 ,可 以 通过 某 些 附 加 的 启 
动 序列 的 处 理 启 动 任何 转移 . 

例如 ,图 6-18 中 标记 M 是 活动 的 .因为 对 标记 М 能 够 启动 
的 唯一 转移 是 , 它 产 生 标 记 M ,对 标记 M 能 够 被 启动 的 唯一 
HBE t, E EII M ,对 标记 M “能够 被 启动 的 唯一 转移 是 
t , 它 产生 标记 M ,显然 从 标记 M 开始 ,任意 启动 序列 产生 标记 
M .AM 和 AT 之 一 ,并 且 可 以 通过 对 图 6-18 的 处 理 ,启动 任意 转移 
tista 或 13. 所 以 如 图 6-18 所 示 的 标记 M 是 活动 的 . 

定义 6 1 Petri 网 标记 为 M ,如 果 存 在 某 个 正 整 数 n ,使 得 
在 任何 启动 序列 中 ,都 没有 位 置 能 获得 多 于 个 记号 , 则 称 标记 
M 对 于 该 Petri 网 是 有 界 的 . 如 果 标 记 M 是 有 界 的 ,并 且 在 任意 
启动 序列 中 ,没有 位 置 能 得 到 多 于 一 个 的 记号 , 则 称 标记 M 是 安 
全 的 . 

假如 每 个 位 置 表示 一 个 寄存 器 存储 一 个 计算 机 字 , 又 假如 初 
始 标 记 是 安全 的 , 则 可 以 保证 寄存 器 存储 容量 一 定 不 会 超过 它 所 
能 表示 的 范围 . 即 寄 存 器 的 存储 量 是 不 会 越界 的 ， 
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例如 ,如 图 6-18 所 示 的 标记 是 安全 的 ,如 图 6-22 所 示 的 标记 
М 不 是 安全 的 .因为 在 图 6-22 中 ,如 果 转 移 与 被 启动 , 则 位 置 P 
有 两 个 记号 . 


[ 6-22 
J № 六 


1. 填 人 缺 写 的 边 流量 ,使 结果 是 给 定 网 络 的 流 , 并 确定 流 的 


52 
(b) 


图 6-23 
2. 图 6-24 表示 一 个 输 油 网 络 , 其 中 从 三 个 油井 w w 和 
w, 向 三 个 炼油 厂 А,Н 和 C 输送 原油 .在 边 上 表明 中 间 系 统 的 容 
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H.DA b,c d, e fl f л ЕН [aj £ yh. WOX 4 Ж 82121 A 45638 
型 . 若 w 最 多 输送 2 个 单位 ,rw; 最 多 输送 4 个 单位 ,而 ws 最 多 
输送 7 个 单位 ,而 城市 4 需求 4 个 单位 ,城市 В 需求 3 个 单位 , 城 
市 C 需求 4 个 单位 , 且 中 间 泵 站 最 多 能 够 输送 6 个 单位 ,其 网 络 
模型 又 如 何 刻画 ” 


络 . 


6-24 
3. 从 城市 A 到 城市 B 存在 两 条 路 ,一 条 经 过 城市 B, 而 另 一 
条 经 过 城市 C. 在 上 午 7:00 到 8:00 期 间 ,平均 旅行 时 间 是 


А ZJ B (30 分 钟 》 

A 到 C (15 分 钟 ) 

8 到 D (15 分 钟 ) 

c ml D (15 分钟 ) 

道路 上 的 最 大 容量 是 

А #1 В (1000 辆 ) 

А #| C (3000 辆 ) 

в ZI D (4000 辆 ) 

C mj D (2000 $) 

将 城市 A 到 局 在 早上 7:00 到 8:00 期 间 的 交通 流 表示 为 网 

4. 给 出 一 个 网 络 例子 , 它 恰 具有 两 个 最 大 流 , 其 中 每 个 ;是 
一 个 非 负 整数 . 


5. 求 出 图 6,1 所 示 切 割 (p,p) 的 容量 ,并 确定 该 切割 是 否 最 
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Ila), p= ladi; (b), p= la, b, cdt. 
6. C, ERAH G 的 非 负 整 型 容量 , m; 表示 G 的 非 负 整 型 最 
小 边 流量 需求 , 流 F 对 于 所 有 边 《i ,让 必须 满嘴 my SFC. 
试 给 出 一 个 网 络 的 例子 ,使 对 所 有 的 边 (i,7) 都 有 m; =< C. 
都 不 存在 流量 . 
7. 定义 c(p,p)= > 了 m(p,b) = 2 т, 
т(р.р)= 如 名 其 中 与 mm 为 上 题 所 述 ， 


(1) 证 明 对 任意 流 F EEIE, pE 
mip, р) – ср, p) Eval Еу<с(р, р) – mlp, p) 
(2) 如 果 G 中 存在 一 个 流 , 则 G 中 存在 最 大 流 , 且 其 值 为 
пїп}с(р,р)-т(р.р)|(р.р)& G 的 切割 |. 
8. 假设 G 有 一 个 流下 ,设计 一 个 求 出 G 中 最 大 流 的 算法 . 
9. 如 果 下 是 网 络 G 的 流 ,(p,p) 是 G 的 切割 , 且 (p, 户 ) 的 容 
量 超过 下 的 值 , 则 切割 (p, 户 ) 不 是 最 小 且 流 下 不 是 最 大 . MRE 
确 , 给 出 证 明 ; 和 否则 ,给 出 反例 . 
10. 已 知 一 个 网 络 中 从 源 а 到 汇 z 的 一 条 路 ,如 图 6-25 所 
示 , 通 过 修改 该 路 中 边 上 的 流量 , 求 出 最 大 可 能 的 流量 增 量 . 
3,0 z b 62 с е 42 f 


b d 
„31 4,1 „3,2 
< AFSNY LI 8,75 
d 


(1) (2) 


Ё 6-25 
11. RHA 6-26 中 每 个 网 络 的 最 大 流 . 
12. 从 已 知 流 开始 求 出 图 6-27 中 每 个 网 络 的 最 大 流 . 
13. 设 G 是 整容 量 网 络 .证 明 
(1) 在 标号 法 中 , 若 每 次 修正 流 已 是 通过 最 短 F 可 增 路 获得 
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j 34 Е10т8л 2 P 
(2) 


图 6-26 


6-27 
的 , 则 标 导 程序 最 多 进步 元 1E(G)| | V(O 1 次 就 可 以 获得 最 大 


й. 
{2) 标 号 法 是 有 效 算法 ,其 复杂 度 为 O(IE(G)| -1V{G)1”). 
14. 设 G 是 直径 为 2 的 简单 无 何 图 ,zx,yEY(G), 证 明 ;G 
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中 至 少 存在 min] do (z), do (y) ЖТЗ ту 路 ,并 且 每 条 路 的 
长 度 不 超过 4. 

15. 已 知 С 是 有 向 图 ,举例 说 明 下 述 论述 不 真 : 

(DE DD 中 任何 xy 有 何 路 和 3z 有 向 路 都 有 公共 边 , 则 存在 
H e€ E(G), 使 每 条 ry 有 向 路 和 yz 有 向 路 都 含 边 e. 

(DE G 中 有 k(& 之 1) 条 边 不 交 的 ху 有 向 路 , 则 G 中 存在 
PADER yr ЖИИ. 

(3) 若 na (z,y)22E(FE21)B poly Yak, M] G 中 存在 28 
RURA РИЙ р, bi. bis 9..0, {# р, 为 xy 有 问 
HEQ: 为 yx AWG =1,2,…,) 

16. 若 有 向 图 G 中 异 于 x 和 的 顶点 都 是 平衡 点 ( 即 人 度 等 
于 出 度 的 点 ), 且 ас (х) – 4с (х) = В,С RA k ЖЛ ЛЖ zy 
有 向 路 . 

17. # G 是 有 向 平衡 图 (每 个 顶点 都 是 平衡 点 的 有 向 图 ), 则 
15 题 中 三 个 论述 都 成 立 . 

18. 判定 下 列 两 个 二 分 图 是 否 有 完美 匹配 . 若 没 有 完美 匹配 ， 
求 出 它 的 一 个 包含 所 有 最 大 度 点 的 最 大 匹配 . 


(1) (2) 


图 6-28 
19. 应 聘 者 A ETHE yis yrs у, 和 уз; В Еу, у, ЖП у;; 
C 胜任 工作 ,六 和 у: D 胜任 工作 y, 和 ys;E ETIE у, уз 
和 ys; F EIETHE y, 和 站 ,对 于 此 情况 回答 下 列 问 题 : 
(1) 将 它 用 匹配 网 络 模型 来 描述 . 
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(2} 求 出 最 大 匹配 . 

(3) 存 在 完美 匹配 吗 ? 

20. 如 图 6-29 所 示 网 络 中 ,每 条 边 旁 的 数 是 容量 和 费用 , 求 
其 最 小 费用 最 大 流 ， 


图 6-29 

21. 设 有 三 台 机 器 m,m, 和 ma; 有 两 个 操作 人 员 AMB, 
A 能 操作 mm 和 ma, В 能 操作 和 和 m, ,加 工 顺序 ;第 一 阶段 在 
m, 上 加 工 , 第 二 阶段 在 m, 或 m, 上 加 工 ,加 工 开始 必须 具备 (1) 
有 任务 在 等 待 ;(2) 机 大 空闲 . 试 愧 造 该 癌 题 的 Petri 网 . 

22. 某 问 题 的 算法 如 下 : 

siy ta, yb yl; 

52 :车 у >0 #6 s, ЕИ s5; 

53: 若 y 是 偶数 则 转 s4, TIE: 

эз Уз * yzy yT 15 

s4132 y y 2 转 525 

з: Н y; ,结束 . 

23.5 个 哲学 家 围 着 圆桌 坐 下 ,每 两 个 哲学 家 之 间 都 放 着 一 双 
筷子 . 吃 中 国 菜 要 一 双 筷 子 , 所 以 每 位 哲学 家 要 吃 中 国 菜 必 须 取 他 
左右 的 一 双簧 子 ,如 果 每 位 都 取 他 左边 一 根 等 待 另 一 根 , 则 将 陷 人 
ЖАЙ. JA Реги 网 叙述 问题 的 解 . 

24. Реп 网 为 每 个 程序 建立 模型 . 提供 一 个 标记 代表 程序 
执行 之 前 的 情形 . 
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(1)А=1 (2)А=2 


В=2 В=А+А 

С=А+В C=3 
D=A+A 

С=С+1 C=A+B+C 


25. 对 图 6-30 中 每 个 标记 的 Petri 网 回答 下 列 问题 . 

(1) 哪 一 个 转移 是 使 能 的 ? 

(2) 求 出 由 激发 +, 产生 的 标记 . 

(3) M 是 活动 的 吗 ? 

(4) М 安全 吗 ? 

(5)M 有 界 玛 ? 

(6) 描 述 所 有 标记 从 M 可 达 . 

(7) 显 示 一 个 标记 (并 非 在 每 个 位 置 放置 等 个 记号 的 标记 ) 不 
是 从 M 可 达 的 . 


6-30 
26. 给 出 一 个 Petri 网 的 实例 , 它 具 有 的 一 个 安全 的 但 不 是 活 
动 的 标记 ， 
27. 给 出 一 个 Petri 网 的 实例 , 它 上 共有 的 一 个 有 界 的 但 不 是 安 
全 的 标记 . 
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附录 1 符号 集 


符号 会 义 

АПВ 集合 A 和 B 的 交集 

AUB 集合 4 ВЕЖ 

A-B 集合 B 相对 于 A 的 补 集 

А 集合 A 的 绝对 补 

A®B 集合 A Ra B 的 对 称 差 

АхВ 集合 A 和 8B 的 向 卡尔 积 

lA| 集合 A 的 基数 

(a1,42) 二 元 组 ( 序 俑 ) 

(а ,аз,а3) 三 元 组 

《GE n 元 组 

G UG, 图 G, 与 G; 的 并 

GNG 图 G, 与 G; Жр 

G -G 图 G, 与 G, 的 差 

Gi: G; 图 G, 与 G; 的 乘积 

G,@G; 图 G, 与 G, 的 环 和 

G, x G; 图 G, 与 G, ВЕЛЕ 

G =G 图 Gi 与 G, 的 子 图 

СУ] V 的 导出 子 图 

G[E,] E, 的 导出 子 图 

C(G) 图 G 的 闭 包 

G-— Vi 从 G ФУ, 中 点 及 这 些 点 关联 的 边 ,所 
得 的 子 图 

G-E 从 G 'PHEE 中 边 所 得 子 图 
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deg( z) d(x) 
deg (х)8 d* (=) 
дер tr) 或 a (x) 
A(G) 

(6) 

A (G) 

š* (G) 

A (G) 

Š (G) 

Ns (z) 

N. (s) 

L VI. V,]) 


4а(х,у) 
р 
K(G) 
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G- =l ,z 为 G 的 结 点 

G- lel. e 为 G 的 结 点 

ЖЕЙ; 的 不 邻接 顶点 z 与 y 为 一 新 项 点， 
Не г.у 关联 的 边 均 与 该 新 项 点 关联 . 
И С яле 

С 的 补 图 

图 G, 与 G; ИЧ 

а 个 结 点 的 完全 图 

完全 二 分 加 

完全 m 分 图 

n 个 结 点 的 完全 有 向 图 

nn( 维 ) 空 方 体 

п УЦ 

п ФОЧЕ 

结 点 z ЮКЕ 

结 点 的 人 度 

结 点 x ЗН Ё 

G 的 最 大 顶点 度 

G 的 最 小 项 虚度 

G 的 最 大 顶点 入 度 

G АЛЛЕЕ А 

G 的 最 大 顶点 出 度 

的 最 小 顶点 出 度 

Rh y 在 S 中 的 邻 域 

S 的 邻 集 

图 上 的 两 个 端点 分 别 在 顶点 集 VW M V 
中 的 边 的 集合 

图 G ФА Ay HEE 

FC 的 直径 

G 的 (点 ) 连 通 度 


АС) 
W(G) 
W(G) 
O(G) 
Blk,n) 
W(T) 
VoH, Hz) 
x(G} 

x (G) 
f(G.Ë) 
0(G) 
a(G) 

a (G) 
B(G) 
8'(G) 
y(G) 
telr,y) 
m; (r,.y) 
Ae (I,y) 
К.(х,у) 
[=] 


ЕЯ 


G 的 边 连 通 度 
图 G 的 连通 分 支 数 


图 G 的 强 连 通 分 支 数 

G 的 奇 阶 连通 分 支 数 

德 布 鲁 英 图 (序列 ) 

ZAH ТЕМ 

Н, #l H, ЕС 中 的 接触 点 集 

图 G 的 色 数 

E G 的 边 色 数 

图 G 的 色 数 多 项 式 
简单 图 G 的 厚度 

图 G 的 独立 数 

图 G 的 匹配 数 

АСВА 

E GAA 

图 G 的 支配 数 

图 G 中 内 部 点 不 交 的 zy 路 的 最 大 条 数 
图 G 中 边 不 交 的 .ry 路 的 最 大 条 数 
图 G 中 最 小 xy 截 边 集 的 边 数 

图 G 中 最 小 xy 分 离 集 的 顶点 数目 
不 超过 z 的 最 大 整数 

不 小 于 z 的 最 小 整数 
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附录 2 ”习题 解答 


J Ж 一 


1 ÆA Жу С=‹У,Е),ДН У=$=}{лу,х›,'® 
ri V 中 的 两 个 顶点 有 一 边 连 接 当 且 仅 当 这 两 个 点 之 间 的 距离 
从 好 为 1。 则 所 得 图 G 是 一 个 简单 图 , 5 PEBRA 1 的 点 对 数 就 
是 G 的 边 数 。 因 此 只 需 证 明 |E(G)| 三 3n。 

任 取 z, € V,G 中 与 zx; 相 邻 的 顶点 为 x ‚л зәл, (k = 
d(xz,). MI zi ,x алиш 为 国 心 的 单位 圆周 上 。 所 
Д #Ё<<6.ЩШ d(z,)<6,i=1 


m 2|E(G)| = > d(xzi) 三 6n, 故 |E(G)| 达 3n。 


2 ЧЕЙН (Е G= (V.E) EP У R# n 个 顶点 ,分 别 代 
REWER n ERE. V HB 4 TH S 3825 H (Ур Щ 
三 所 对 应 的 代 玫 互相 认识 。 则 只 要 证 明 G 是 一 个 正则 图 。 

3 证 明 因为 每 个 碳 氢 化 合 物 的 分 子 由 氢 与 碳 原 子 组 成 ,其 
原子 价 分 别 为 1 阶 和 4 阶 。 让 每 个 原子 对 应 于 图 的 一 个 顶点 ,如 
加 两 个 原子 是 连接 着 的 ,那么 对 应 的 两 个 顶点 就 相 邻 。 

4 Ж 建立 一 个 有 向 图 避 =《V,E), 其 中 VY= irar 
жь» уу, Уз, у, | :如果 т, Ну, 进行 过 一 场 比赛 ,就 在 z, 与 之 间 
连 一 条 有 向 边 , 其 方向 从 胜 者 指向 负 者 。 则 G 中 的 每 一 条 边 对 应 
一 场 比赛 ,G 中 边 的 数目 就 是 这 次 比赛 的 次 数 。 根 据 比 赛 规则 ， 
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每 一 名 选手 最 多 输 一 场 ,所 以 G 中 每 个 顶点 的 人 度 至 多 为 1, 但 
х, Ууу, 必 有 一 个 人 度 为 1, 另 一 为 0。 因而 我 们 有 |] 五 | = 


Уа (а) +d 000029 -1。 妈 至 多 进行 2 - 1 场 比赛 就 


可 以 确定 胜 负 。 

5 Ж 我 们 用 ”个 顶点 来 代表 ”个 药 箱 , 两 个 预 点 之 间 连 
接 的 边 数 等 于 这 两 个 顶点 所 对 应 的 两 个 药 箱 所 含有 相同 化 学 品 的 
种 数 。 按 题 意 ,所 得 图 G 是 一 个 nn 阶 完全 图 ,G 中 每 一 条 边 代表 
一 种 化 学 品 。 因 此 在 这 个 化 学 实验 室 中 ,每 个 药 箱 装 有 nn 一 1 种 
化 学 品 。 整 个 实验 室 共 有 C 种 不 同 的 化 学 品 。 

6 EH 作 一 个 二 分 图 G= (АЦВ, Е), А 中 的 2 个 顶点 
代表 A бл 个 留学 生 ,B 中 的 x 个 顶点 代表 8B Hn 个 留学 
生 。 如 果 一 个 A 国 的 学 生 与 一 个 B 国 的 学 生 一 起 跳 过 舞 , 就 在 相 
应 的 两 个 点 之 间 连 一 条 边 。 所 得 二 分 图 G Е-Е, НА | 
=|B|=n>2, 对 于 A 中 每 个 点 x 1Sçd(z)< n,XF B 中 的 每 个 
点 y,dty) 之 1。 

在 A 中 取 一 个 度数 最 大 的 点 ,在 B 中 取 一 个 与 x 不 相 邻 的 
点 y BF dlya,’ r ВА 中 与 y 相 邻 的 顶点 , 则 q (z”)< 
dlr), x, WA | Nole )|=< |N (z)|, X y EN(r)- 
Nol) ,所 以 No (z)- Ne (z2”)Z @, Ж y€ Nç(z)—- Nol), 
Ш уух 相 邻 而 与 “不 相 邻 。 这 四 个 点 х.х’ yy 所 对 应 的 4 
个 留学 生 即 为 所 求 。 

7 解 用 下 代表 搜 渡 人, W 表示 狼 , $ ERE, H 表示 干 
草 。 于 是 ,根据 题 意 , 集 合 |F,S,W, 昌 ! 中 ,允许 留 在 原 岸 边 的 子 
集 是 {F,S,W,HI,|F,S,W),{F,S,HI,1F,W,H},|F,S}, 
[7,Н}\.,\5|,1%/}.1Н}, Ø. 我 们 可 以 构造 一 个 图 G( 如 图 1 所 
示 ), 其 中 G 以 这 些 子 集 为 顶点 , 摆 牙 前 在 原 岸 边 的 子 集 与 经 过 一 
次 摆渡 后 仍 在 原 岸 边 的 子 集 间 连 上 一 条 边 。 
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(H) 1Р,5,9 


81 


问题 的 解 就 是 要 我 们 找 出 图 G 中 一 条 从 顶点 z=1F,W,S,， 
HIATAS y= Ø 的 路 。 

8 证 明 ”把 每 个 方 格 作 为 硕 点 并 标 上 该 方 格 所 填 的 数 , 相 邻 
的 方 格 对 应 相 邻 的 顶点 ,所 得 图 记 为 G。 只 要 证 明 该 图 G 中 存在 
一 条 边 e, е 的 两 个 端点 的 标号 数 之 差 的 绝对 值 不 小 于 


п+1 
Ец. 


容易 算得 图 G 的 直径 为 D=(n 一 1)+in 一 1)=2(n 一 1), 即 
G 中 任意 两 个 顶点 之 间 有 一 条 长 度 不 超过 2n - 2 的 路 连接 它们 。 
设 G 中 任意 一 条 边 的 两 端点 标号 数 之 差 的 绝对 值 不 小 于 


ДИ G 的 任意 两 点 的 标号 数 之 差 的 绝对 信 不 超过 2(n - 


paH <2an tit-1)=n -1 


2 2 
但 G 中 必 有 一 个 顶点 的 标号 数 为 nn? ,一 个 顶点 的 标号 数 是 

1。 这 两 个 顶点 的 标号 数 之 差 的 绝对 值 是 n -l FJA 
9 证 明 设 这 (n+ 1》 项 递增 的 自然 数列 为 zi vs 
varzo 作 一 有 向 图 =《V,E), 其 中 V= lusu vaate 
E u, 整除 vw; ,就 在 DD 中 引 一 条 从 到 vw BD lu. о) (23). 
显然 ,图 DD 无 有 向 图 ,而 且 具 有 结论 (1) 的 子 列 对 应 D 中 的 一 条 
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长 为 n +2 的 有 内 路 ;具有 结论 (2) 的 子 列 对 应 D 中 的 n+1 个 互 
不 相 邻 的 顶点 。 
对 每 一 个 顶点 v ,考虑 以 o, 为 起 点 的 所 有 有 向 路 , 记 其 中 最 
长 的 一 条 有 向 路 的 长 为 1(w)。 如 果 有 某 个 (vw ) 22 +2, 则 结 
论 成 立 。 如 对 一 切 v ,1(v) 志 n+1, 记 满足 K) = 3 (06а 
+ 1) 的 顶点 o WARA al) W 
a(0)t+a(1)+--+a(n+1)=|Vl=(xn+1) 


(n+1) _ n(n+2)+1_ 1 
而 n+2  n+2 ntara?" 


所 以 必 有 一 个 jo 0S jn + 1,[@ а($)2®п +1. BED F 
至 少 存 在 e+1 个 顶点 u u, 9 o E C = jek=1,2, 
…,n+1。 由 假设 ,DD PAu 为 起 点 的 最 长 有 向 路 的 长 为 j0, 现 
可 断定 这 n + 1 个 顶点 互 不 相仿 。 否 则 ,如 有 (wi ,vw )Є E, 0S 
ki 所 n+1), 则 
Iu 021600) +1=3+1 ЖЖ. 


10 证 明 构造 图 G=(V,E) 如 下 : V 就 取 平面 中 给 定 的 
2п 个 点 ,两 个 不 同 的 顶点 如 果 含 在 同一 个 贺 面 上 ,就 在 这 两 个 顶 
点 之 间 连 上 一 条 边 ( 边 也 含 在 这 个 圆 面 上 )。 所 得 图 G 是 一 个 简 
单 图 ,而 且 每 个 顶点 的 度 至 少 是 n, 即 


8(б)®я = [21], АТ G 是 连通 图 ,所 以 G 中 任 两 点 之 问 


有 一 条 路 连接 。 
10) Ж 无 向 4 阶 自 补 图 和 无 商 $ 阶 自 补 图 如 图 2 所 示 。 


13 证 明 (D) X) d(w)=3n=2m Ék n = m. Ж m = 
1 


3n -6=3х -6=2m 一 6, 所 以 m=6, 从 而 n=4。 Їй m=6, 
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n = 4 的 无 向 简单 图 即 同 梅 于 无 向 完全 图 Kio 
(2) $) 4()= 3x6=18=2m, 故 m=9 


此 时 n=6,m 二 9, 且 每 个 结 点 的 度数 为 3, 满足 此 条 件 的 无 
问 简 单 图 如 图 3(a) 与 (b) 所 示 , 显 然 它们 不 同 构 。 


(a) (b) 


图 3 
15 ЖН 设 不 连通 的 无 向 图 G =《V,E) 仅 有 两 个 连通 分 
支 ， ,这 天 个 连通 分 支 的 结 点 集 分 别 为 УЖ У,, B У, = {ui wi, 
ГАР ЛЕЛ САТААТА 


(1)# u; e V. w€ V, ВЕШ, ú &E, MH u, ul 


по: 
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ЄЕ(С), 

(2) и, и, € V. 9 usu € V, , КВ uu € V. , V o, Є 
V, Ж АЛ} и, GE, duun) EE, ATA] uul EEG), 
lu EE(G), А и, u; BEA и, о, уи, 相连 通 。 

16 Ж 一 定 相 等 。 因 n>2 为 奇数 , 则 对 于 奇数 个 结 点 的 
п 阶 无 向 完全 图 ,每 个 结 点 的 度数 必 为 偶数 。 若 G 的 奇 度数 结 点 
为 m 个 , 则 对 应 补 图 G ER т 个 结 点 的 度数 必 为 (偶数 一 奇数 ) 
=. IAF G 中 度数 为 偶数 的 结 点 ,其 在 补 图 G 中 ,这 
些 结 点 的 度数 仍 为 (偶数 — 偶数 ) = 偶数。 

20 证 明 用 9 个 顶点 vsv v 表示 9 个 数学 家 ,如 果 
о, 与 wv 可 以 用 第 r 种 请 言 对 话 , 则 在 о, 与 w 之 间 连 一 边 并 将 这 
条 边 涂 上 第 + 种 颜色 ,这 样 就 得 到 了 图 G , 它 的 边 涂 上 了 颜色 (至 
多 有 27 种)。 如 果 边 1vw , о, о, о, Ф ЕГ > 种 颜色 , 那 
Аъ u BERETE > 种 颜色 。 

由 已 知 得 每 3 个 顶点 之 间 至 少 存在 一 条 边 , 每 一 个 顶点 о, 引 
出 的 边 至 多 有 三 种 不 同 的 颜色 。 只 需 证 明 图 G 中 至 少 有 一 个 三 
角形 ,这 三 角形 的 三 条 边 也 是 同一 种 颜色 。 

用 反 证 法 。 假 设 从 任 一 顶点 о, 引出 的 边 颜 色 都 不 相同 ,因而 
根据 已 知 条 件 得 a(,)<3(1<<i=<9). 

对 于 顶点 zw ,由 于 dm) 委 3, 所 以 至 少 有 9-1-3=5 个 顶 
点 与 э, 不 相 邻 ,不 妨 设 为 vz ,v3 ,v4,v5 ,v6, 因 d(u,)S3,fE v, 
04,05,16 这 4 个 点 中 必 有 一 个 点 与 u, 不 相 邻 , 设 为 u, ,那么 
zz 这 三 个 点 之 间 无 边 。 了 矛盾 。 


习 题 二 


1 Ж vuu u 分 别 表示 1 一 5 年 年 初 更 新 设备 状 
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Ж.И о, 表示 第 5 年 年 底 更 新 设备 状态 。 从 u, Яо, 1, ---, 06 
夯 一 条 有 身边。 过 《uvz > 表示 在 第 1 年 年 初 购 进 的 设备 用 到 第 
2 年 年 初 , 权 Wi, 表 示 需 要 的 购买 费 加 维修 费 , 即 W = 11+5= 
lós Alu v3) 表示 第 1 年 买 的 设备 用 到 第 3 年 年 初 , 权 УУ, Ж 
示 所 需 总 费用 , 即 W. =11+5 +6 = 32 等 等 。 这 样 就 得 到 如 图 4 
所 示 的 图 G ,于 是 设备 更 新 间 题 转化 为 求 从 o, 到 ws 的 最 短 有 向 
路 问题 。 通 过 计算 ,v1 一 v3 一 vs 和 vi 一 wv, 一 vs 都 是 最 短路 ,对 
应 的 费用 为 53 万 元 ,它们 都 是 最 优 的 更 新 方案 。 


ша G 
路 长 ,如 表 工 所 示 。 


设想 医院 建 在 村 庄 wv, 则 其 他 村 庄 的 村 民 就 要 分 别 走 di, 
dys du KIE, d ER i 村 到 7 村 的 实际 距离 ,其 中 必 有 最 大 
者 。 对 每 一 点 u , 求 出 这 个 最 大 值 ,我 们 希望 建 在 这 些 最 大 值 之 
中 的 最 小 值 所 对 应 的 村 庄 。 这 相当 于 表 1 中 每 一 行 元 素 中 的 最 大 
值 , 它 们 分 别 是 11,9,6,7,8,11, 这 些 数 中 6 最 小 , 即 第 3 列 的 最 
太 元 素 达到 最 小 ,所 以 医院 应 建 在 村 庄 za ,这 样 其 它 村 庄 到 该 村 
庄 就 医 距 离 最 多 为 6。 

设想 小 学 建 在 w , 则 其 他 村 庄 的 小 学 生 所 走 的 总 路 程 就 是 
50cd + 40d,, + 604, +20d +70d5 + 904, 。 对 每 一 点 , 求 出 这 
个 值 ,它们 的 最 小 值 所 对 应 的 о, 就 是 所 要 选择 的 最 佳 位 置 。 这 相 
当 于 将 表 1 中 每 一 行 元 素 分 别 习 上 对 应 村 庄 里 小 学 生 的 人 数 , 然 
后 分 别 求 出 各 列 的 和 , 见 表 2, 其 总 和 最 小 的 列 为 ws , 即 小 学 建 在 
HE о, 位 置 ,这 样 必 使 所 有 学 生 上 学 所 走 的 总 路 程 最 短 。 


зм 用 一 条 有 向 边 表示 一 个 工序 ,有 向 边 与 有 向 边 的 衔接 
来 表示 工序 和 工序 的 先后 关系 ,用 边 的 权 来 表示 完成 这 个 工序 所 
用 的 时 间 ,得 到 一 个 无 回路 的 有 向 图 G, 如 图 5 所 示 。 
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图 5 G 


х 表示 该 工程 开始 的 点 ,y 表示 该 工程 的 结束 点 。 显 然 ,图 G 
中 ,从 始点 z 到 终点 y 的 最 长 有 向 路 上 的 边 所 对 应 工序 的 完成 进 
度 将 直接 影响 到 整个 工程 的 进度 (这 些 工序 称 为 关键 工序 ,该 有 向 
路 称 为 关键 路 线 )。 从 始点 z 到 各 项 点 的 最 长 有 向 路 的 长 度 就 是 
以 该 点 为 始点 的 各 工序 的 最 早 开工 时 间 , 也 就 是 说 这 些 工 序 不 能 
在 这 个 时 间 之 前 启动 ,顶点 o, 的 最 早 开工 时 间 用 如 表示。 从 每 
一 个 顶点 到 终点 y 也 有 一 条 最 长 有 向 路 , 它 的 长 度 是 从 这 点 开始 
的 工序 到 项 目 终 止 所 需 的 最 少时 间 , 用 z, 表示 。 若 用 T 表示 关 
SERRE, M T- z 是 从 该 点 开始 的 工序 的 最 晚 时 间 , 晚 于 这 
个 时 间 便 影响 整个 工程 的 预期 完成 。 

对 关键 工序 o , 恒 有 zt = Т2, ,而 非 关键 工序 一 般 有 zt, < T 
-ho An IT- г, 这 一 段 时 间 是 工序 的 缓冲 时 间 ,在 这 段 时 间 
内 开工 不 影响 任务 完成 。 每 个 工序 也 有 各 自 的 缓冲 时 间 , 这 对 于 
实际 计划 安排 是 有 用 的 。 
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将 图 G 的 每 条 边 e ШАХ М (е) у M- W(e), RE M 是 一 
个 充分 大 的 数 ,得 到 赋 权 有 向 图 C ,这 样 图 G 中 的 最 长 有 向 路 对 
ATF G 中 相应 的 最 短 有 向 路 。 

G 中 ,从 始点 z 到 终点 y 的 最 长 有 向 路 是 x 一 vi 一 ,一 
=u un vi Au y, {ПНЕ 53 周 。 这 些 工序 是 关键 
工序 ,其 中 任 一 个 工序 若 拖 延 一 周 ,整个 工程 的 完成 就 要 推迟 一 
周 。 因 此 ,管理 人 员 应 特别 注意 不 让 这 些 工 序 超过 它们 的 计划 期 。 

从 图 G 我 们 还 可 以 算出 各 个 事项 的 缓冲 时 间 。 比 如 ,考虑 工 
F (安装 生产 设备 这 一 工序 ), 由 于 路 z— o "u, u u 
ту 的 长 度 是 27, 故 工序 v 应 在 27 周 以 后 才能 开工 。 若 完成 工序 
vs 用 去 的 时 间 不 是 预计 的 5 周 ,而 是 26 周 ,那么 路 x 一 v1 一 vw 一 
27 一 2 一 zy 的 长 度 将 是 53, 这 并 不 会 拖延 整个 工程 的 完工 时 
间 , 因 而 工序 w 的 缓冲 时 间 为 26-~-S$=21 周 。 

4 解 用 二 元 组 ‘5,c) 表 示 桶 B AMB C 中 水 的 数量 分 布 。 
例如 《0,0) 表 示 B 和 C 都 是 空 的 ;46,0) 表 示 HB 中 有 6 升水 ,而 C 
是 空 的 ,等 等 。 由 于 5 和 < 都 是 非 负 整数 且 5 + с<12, (Б, с) 
只 有 以 下 26 种 到 值 : (0,0), (1,0), (2,0), (3,0), (4,0), (5,0), 
(6,0>,(7,0, (8,0), (9,0), <0,1), 0,2), (0,3), (0,4}, 40,5), 
{1,5),(2,5),(3,5),(4,5),(5,5›,(6,5),(7,5),(8,4),(9,1), 
(9,2),49,3)。 

用 26 个 顶点 zx 代表 这 26 个 分 布 45,c)》 ,顶点 zs 和 zs 之 间 
有 一 条 边 相 连 沪 分 布 (5,c) 和 (5 ‚с ) 之 间 可 以 通过 一 次 倾倒 而 相 
互 得 到 。 例 如 ,对 于 分 布 (3,5), 将 < 中 5 升水 倒 人 B 中 , 则 得 分 
布 :8,0); 反 之 ,对 于 分 布 8,0), 用 B 中 水 注 满 足 e 便 得 到 分 布 
{3,5)。 于 是 ,代表 这 两 个 分 布 的 两 个 顶点 x3 和 zm 之 间 连 一 条 
边 。 这 样 得 到 一 个 26 阶 简单 无 向 图 G, 如 图 6 所 示 。 

于 是 ,问题 归结 为 在 图 G 中 求 一 条 从 xm 到 xw 的 最 短路 。 
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6 G 
7 Ж 我 们 先 来 建立 一 个 图 G. E G ФЕЙ х, 代表 这 
个 图 形 的 区 域 zi(i=1,2,3,4,5,6)。 顶 点 z, 与 z 之 间 连 接 的 边 
数 等 于 区 域 z 与 zi 公共 线段 的 数目 ,如 图 7 所 示 。 这 样 建立 的 图 
G 中 的 每 一 条 边 对 应 这 个 图 形 的 一 条 线段 。 存 在 满足 条 件 的 折 
线 当 且 仅 当 G 中 存在 一 条 Euler 路 或 Euler 回路 。 


图 7 G 
8 解 首先 建立 图 G=《V,EY),G п 个 顶点 代表 xn 个 人 。 


* 260 · 


两 个 不 同 的 顶点 À, 和 之 间 连 接 的 边 数 等 于 这 两 个 点 所 对 应 的 
两 个 人 同时 给 出 相同 问题 解 的 个 数 。G 的 每 一 条 边 对 应 一 个 问 
题 的 解 ,每 个 项 点 的 度 为 4。 因 而 研究 所 一 共 收 到 2, 个 不 同 问题 
的 解 。 

不 妨 设 G 是 连通 图 , 由 已 知 得 G 是 Еше Ё, С = 
Uge, V18, V283 EnV 是 G 的 一 条 Euler 回路 , 则 不 同 于 wo 的 每 
个 顶点 在 C 内 部 各 出 现 两 次 ,而 wm 有 С 内 部 出 现 一 次 。 现 在 我 
们 沿 着 С 交错 地 给 边 染 上 红 、 蓝 两 色 , 则 除 vo 外 ,其 他 每 个 顶点 
有 两 条 红 边 和 两 条 蓝 边 与 之 关联 。 面 对 于 m ,由 于 G 有 偶数 条 
边 , 故 也 有 两 条 红 边 和 两 条 蓝 边 与 vo 关联 。 则 我 们 只 要 将 红 边 
所 对 应 的 x 个 问题 的 解 安排 在 第 一 次 发 表 , 蓝 边 所 对 应 的 = 个 问 
题 的 解 安排 在 第 二 次 发 表 。 

10 解 用 结 点 代表 人 ,两 人 是 朋友 时 相应 结 点 间 连 一 边 , 得 
到 一 个 无 向 图 G=《V,E)。 对 Yu,v€EV, 有 dad(uw) 之 10,d(w) 
2210, Niti (и) + 4Съ):>20, И С 中 存在 哈密 顿 回路 。 

п 解 用 7 个 结 点 表示 这 7 了 个人, 芒 两 人 能 交谈 (会 讲 同一 
种 语言 ), 就 在 这 两 个 结 点 间 连 一 条 边 , 得 到 图 С. 8 所 示 。 
图 G 中 存在 哈密 顿 回路 。 

12 Ж 用 6 个 结 点 代表 6 个 人 , 若 两 个 人 能 合作 ,就 在 这 两 
个 人 之 间 连 一 条 边 ,得 到 无 向 图 G=《V,E), 对 于 YuEV, 有 4a 
(a) 23, Bit G 是 哈密 顿 图 。 

13 解 构造 一 个 具有 9 个 结 点 的 有 向 图 , 结 点 集 为 faa， 
ab,ac,ba,bb,bc,ca, сь, ссі. 从 结 点 aras 到 结 点 aza3 有 一 条 
有 向 边 记 为 aaa AP aE jab, ch SiS. GARA 
条 有 向 边 以 它 为 起 点 , 另 有 三 条 有 向 边 以 它 为 终点 ,如 图 9 所 示 。 
每 个 结 点 的 出 度 和 人 雇 都 等 于 3, 并 且 对 任意 两 个 结 点 ола, 和 
B 8, , 必 有 一 条 从 结 点 lz 出 发 到 结 点 а B, 再 到 结 点 В. В, 的 
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图 8 G 

路 ,所 以 这 个 有 向 图 是 强 连通 的 。 此 图 有 一 条 欧 拉 回路 еле, езеп 
ёё ёё, E14 ёё зз €) @ 2 6862 EB E% E25 E23 E15 ex ебед 2561 ёз ë s + 此 
欧 拉 回路 所 对 应 的 由 9 个 a,9 个 5,9 个 c 所 对 应 的 贺 形 排列 
aaabacbabbcbbbaacccbcacabcec , 邵 为 所 求 。 

14 证 НХХ Yi BD S| x1 <] YI, WA 

wl(G-X)=|Y|>|X| 

15 证 假设 G 不 是 汉密尔顿 图 , 则 存在 结 点 wi,w2EV， 

使 得 40и) + dlu) Snl С-и, из, У] 


-2= п –2, ЕС (а -2)(n -3)。G PHAR m< 


(л —2)(п—-3)+(л -<#(n -2)(z 一 3)+7=C2 +2, 与 


假设 矛盾 ,因此 G 是 汉密尔顿 图 。 

16 Ж 每 个 子 立方 体 作 为 一 个 结 点 ,对 结 点 用 两 种 不 同 的 
标记 , 相 邻 的 立方 体 用 不 同 的 标记 , 如 图 10 所 示 。 然 后 ,根据 相 邻 
子 立 方 体 之 间 可 以 通 导线 的 理由 ,对 相应 的 结 点 连 边 即 得 图 11。 
显然 G 是 一 个 二 分 图 ,其 结 点 集 为 叉 和 YY, 且 |X|=14,|Y|= 
13, 立 方 体 8 个 角 对 应 的 结 点 为 1,3,7,9,19,21,25,27, 它 们 都 属 
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图 9 

于 X, 中 心 子 立 方 体 对 应 的 结 点 为 14EY- 因此 , 苦 从 某 一 角 出 
发 穿 导 线 最 后 可 终止 于 中 心 , 则 从 起 点 到 终点 连 边 后 所 得 的 二 分 
图 GRE X >l YI, 避 为 哈密 尔 顿 图 ,这 与 题 中 的 结果 相 
矛盾 。 因 此 ,该 题 中 规定 的 通 导 线 方法 是 不 可 能 实现 的 : 

17 Ж 用 个 点 表示 nn 个 人 ,每 两 个 人 都 有 可 能 相 邻 就 
座 , 因 此 每 两 个 点 之 间 都 可 连 线 。 这 样 就 可 得 到 一 个 具有 n 个 结 
点 的 完全 图 K, - 那么, 天, 中 一 个 哈密 尔 顿 回路 就 是 一 次 晚餐 的 
就 座 方 法 。 可见, 晚餐 最 多 能 进行 的 次 数 就 是 К, 中 无 公共 边 的 
哈密 尔 顿 回路 的 个 数 。 


K, 中 共有 4 二 由 条 边 ,每 个 哈密 尔 顿 回路 有 条 边 ,办 
此 , 边 不 相 重 的 哈密 尔 顿 回路 最 多 有 [4 了 1] 条 


对 于 为 奇数 的 情况 ,做 出 图 12(a) 的 图 形 。 显然 , (1,2.3， 
' 263 ， 


2 了 3x 360 ,可 得 图 12(b), (c) ,(d) 所 示 。 
对 于 n 为 偶数 的 情形 ,可 做 出 图 12(e) 图 形 , 即 对 а 1 E 
数 的 图 形 ,并 在 中 介 添 加 一 个 结 点 no Ri, TAMH: 


个 边 不 相 重 的 哈密 尔 顿 回路 。 


1. 证 Ë G 的 上 棵 树 分 别 为 了 ,TT;,,…, 工 ,和 TT 有 ,个 
£ k 

顶点 , m Ф, Ш т, = п, – 1. Ж m = Уут = 2 (п, — 1) 
121 т=п 
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= > n-k=n-k, 
2 证 设 G 有 R&D) 个 连通 分 支 Ti Ta, T BEG 
HEE, N Т,(1<:<2) PEEM, AT T; 均 为 树 。 设 T; # n, 


个 顶点 ,rn 条 边 , 则 m, 一 п; 一 1。 于 是 ,ma = 之 т; 一 2 (ni ш 


l)=x-E(k21). 
从 而 mIn, RE mèn FA. A G 中 有 图 。 
3 解 5 


KARDA 


6 解 9 
7 解 999 
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б 


9 Ж 3,16," ? 
0 证 令 了 是 一 棵 树 。 根 在 了 的 某 个 任意 点 , 邻 V, EHA 
数 层 结 点 的 集 台 , V 是 奇数 层 结 点 的 集合 ,因为 每 个 边 与 V 中 
一 个 点 和 V. 中 一 个 点 相关 联 。 
11 解 8;6,6,7,7,7,8,8,9 
16 输入 图 G=(V,E), 具 有 2 个 顶点 
输出 ” true, 如果 G 连通 
false, 如 果 G 不 连通 
procedure ected( V, E} 
T:=b5fs( V , E) 
IT=(V',E ) 是 由 bfs 返回 的 生成 树 | 
if |v'|=? then 
return( true) 
else 
return( false) 
end is-connected 
18 证 假设 G 有 两 个 最 小 生成 树 工 和 Т, , 则 存在 一 条 边 
r fE T, 中 而 不 在 T: 中 ,存在 一 条 边 y ХЕ T, 中 而 不 在 T, 中 ,使 
HT: =T -rty MT, = Т, – у+ х 都 是 生成 树 。 因 为 x Бу 
具有 不 同 的 权 。 
20 Æ г-1 
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1234 对 5678 


ERIK T HRE 
125 XT 346 FAKE D 561 Xf 782 
бо m7 对 8 名 3 对 4 5 对 65 здр 7 对 8 六 
0 ә Q Оо б vV O б Ü Ó OO O G O O OO о 
1L6H 2L 8H ө 7H 3L 5H 4, SL 2H6L 4H % 3H 7L IH 8L 
123 对 91011 
G 9 对 10 只 1 对 12 о ох 10 
Ф С O С ә, + Ф + Ф 
10H 11H 9H IH g 12L 9L IL 10L 
24 
1 对 2 


ERIK 


1 对 3 


1 2 в 3 4 3 Ф 
25 (1)реп (2)lap 《3)leal ¿(4)salad 
26 120111100010 <2)010000001111 

(3)0111000100111100010 44)011000010010000111 
27 
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1 解 8 

2 解 平面 性 的 

5 证 明 只 要 找 出 它们 各 自 的 一 个 平面 表示 (平面 能 人) 即 
可 。 图 21 分 别 给 出 了 它们 的 平面 表示 。 


т] 


(0 (2) 
(3) (4) 
图 21 
6 证 明 # С 为 非 连 通 图 , 设 G 有 k(& 之 2) 个 连通 分 支 
G, „Gast, G M vu 在 G. rB, о G; 中 ,在 G Ж ivna, 
za 上 ,所 得 新 图 G + ivn, ox жы BI, X G 为 极 大 平面 图 
矛盾 。 
7 ШЕ 用 反 证 法 。 若 6(G)<2, 分 情况 讨论 : 
(1)8(G)=1,G 中 存在 顶点 v1,d(wi)=1。 设 与 u, 相 邻 的 


顶点 为 v, Ii v 除 与 01 相 邻 外 ,还 依次 地 与 T29 V, 相 邻 , 因 
01 不 与 ©› 相 邻 ,加 边 | Vi s U2 1 不 破坏 平面 性 ,这 与 G 为 极 大 平面 
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图 矛盾 ,所 以 a(G)22, 

(2)3(G)=2,G PREMA v dlv) =2, 设 与 u, WRH 
顶点 为 v Жо, ,这 时 о уо, 相 邻 ,否则 加 边 1v ‚ т, | 不 破坏 平面 
性 ,这 与 G 为 极 大 平面 图 矛盾 。 设 о 除 与 w ,wv 相 邻 外 ,还 依次 
地 与 v3 ,zw 相 邻 ,在 G 中 wv 不 能 与 o, 相 邻 (因为 dlo) 
=2), 加 边 1v ,v4 趟 破坏 平面 性 ,这 又 矛盾 于 G 为 极 大 平面 图 ， 
所 以 6(G)23, 

8 证 明 因为 G 为 极 大 平面 图 ,所 以 G 是 连通 的 ,由 欧 拉 
公式 可 知 r= £ 0+2 (1) 

设 G 的 平 图 各 面 边 界 长 度 之 和 为 1, G 的 平 图 的 每 个 面 的 边 
界 之 长 均 为 3, 所 以 

3r=1=2e (2) 

将 (1) 代 人 (2) ,经 整理 得 s=3u -6。 

9 ШЕ 用 反 证 法 。 设 G 为 非 连通 的 ,具有 k>2 个 连通 分 
支 CC Go С, 的 顶点 数 为 n;, 边 数 为 m;,i=1,2,…， 
ko 

车 存在 п, =1, 则 & 必 为 2, 因 为 只 有 此 时 G 为 一 个 平凡 图 并 
上 一 个 K, 才能 使 其 边 数 为 15, 可 是 K, 不 是 平面 图 ( 它 的 子 图 
K, 已 不 是 平面 图 ) ,这 矛盾 于 G 为 平面 图 这 个 事实 ,所 以 不 存在 
п =1, 

若 存 在 п, =2,G, 中 至 多 有 一 条 边 ( 因 为 G 为 简单 图 ) ,另外 
5 个 顶点 构成 K, 时 边 数 最 多 ,但 充其量 为 10 条 边 ,这 与 G 有 15 
条 边 矛 盾 。 

ЕРК, п, 必 大 于 等 于 3,i=1,2,…,。 

m3 n; “2)=3n; -6,7=1,2,."…,ko 
求 和 得 e 志 3vw 一 6& (1) 
将 w=7,e=15 代 人 (1) 得 15<21-6Ë 
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从 而 得 2<1,25 222 #08, 
10 证 明 (1)G 中 任何 可 平面 子 图 的 边 数 ,不 可 能 超过 ъ 
个 顶点 的 极 大 平面 图 的 边 数 。 而 v(v 之 3) 个 顶点 的 极 大 平面 图 


的 边 数 为 3v - 6, 因 而 , 当 G 有 条 边 时 9(G) 之 | 三 6|。 


(2) 对 于 任意 的 正 整数 zx ,y, 有 
=з!) 


У y 
та nosil gez] 
п Ж (OME K, 中 ,顶点 数 o= 5, 边 数 e= 10, TE 
еск, 155106 110, 


但 是 K, 存在 着 两 个 可 平面 的 子 图 ,它们 的 并 为 Ks( 如 图 22 (а), 
(b) 所 示 )。 所 以 0(К,) = 2, 
《2 在 彼得 森 图 G 中 0 = 10, = 15 ,所 以 


TORSE =1, 


可 是 因为 G 为 非 平面 图 ,因而 0(G)2:2, ЖК Ж G 为 图 22(c) 和 
(由 的 并 ,因而 0(С)=2ь 

《3) 图 22(e) 和 (f) 两 图 的 并 为 4 维 立方 体 图 Q, ,因而 4 维 立 
方 体 图 的 厚度 也 为 2。 

(4)2 

12 Ж (1)1 (2)3 (3)9 (4) 1 (5)2 (6)4 (7) 6 

17 Ж En BERAWA З, n 是 奇数 则 为 4。 

20 Æ 5 

21 证 明 设 G" 是 GG 的 对 侦 图 ,多 图 为 GAG, AMA G g 
为 连通 的 平面 图 。 M v’ =r,e” =e,r' =v, Р v=v' =r, H 
欧 拉 公式 知 
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| vg+tr=2=v-ete 

所 以 є=2т—32% 

22 证 明 W, 中 每 个 三 角形 内 会 WW 中 的 一 个 顶点 , W, 
HERET Wi 的 一 个 顶点 vo ,各 三 角形 内 的 顶点 依次 相 邻 形 
成 W: 中 的 一 条 长 为 x -1 的 回路 ,回路 上 每 个 顶点 均 与 wf 相 
邻 ,形成 WW 的 n -1 个 三 角形 围 成 的 面 ,由 轮 图 定义 可 知 Ww: 是 
轮 图 。 并 且 顶 点 数 о" 与 W, 的 顶点 数 v 相同 ,所 以 W: SO W, 

23 ШЕ 显然 如 "是 连通 图 Hv’ 为 G" 中 任意 一 顶点 ， 
v ЖР G 的 面 r tF, H + r 由 偶数 条 边 围 成 ,所 以 dalot) HA 
数 , 由 于 的 任意 人 性 可 知 ,G ”为 欧 拉 图 。 

24 WA 必要 性 , 设 G' 为 G 的 对 偶 图 , 则 G' 是 连通 的 ， 
REEN G" 中 每 个 顶点 的 度数 均 为 偶数 。 因 为 G 为 二 分 图 , 因 
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此 G 中 无 奇数 长 度 的 图 
所 以 G ° 是 欧 拉 图 。 
充分 性 ”因为 G' 为 欧 拉 图 ,所 以 G° 中 每 个 顶点 的 度数 都 
为 偶数 。 所 以 G 中 无 奇数 长 的 图 ,因而 G 必 为 二 分 图 。 
25 Ж 图 G 是 否 存在 所 要 求 的 闭 折 线 等 价 于 G 的 对 侦 图 
G 是 否 为 欧 拉 图 , 亦 或 С 的 所 有 面 的 次 数 是 否 均 为 偶数 。 


,因而 G ° 中 所 有 顶点 的 度数 均 为 偶数 ， 


习 题 五 


1 证 设 M 是 G 的 最 大 匹配 ,S 是 非 M 饱和 点 集 , 则 S 的 
导出 子 图 G[S] 是 空 图 。 由 于 6(G)>0, 所 以 G 中 存在 | S| 条 边 
RE , 它 的 每 条 边 都 与 S 中 点 关联 。 显 然 , M UE EG 的 边 覆 
m. B ISI MUE |== +(n-2a')=n-a, Bi 

a +@<п 

я- ла, L E G 的 最 小 边 覆 盖 。 今 H = G|[L], Ж 
V(H)= V(G), Ë M 是 日 的 最 大 匹配 ,S 为 H 中 非 M А 
集 。 则 互 [S] 是 空 图 ,从 而 | 

|[1|-|М|=11,-М1\>|5$!Г=п-2|М}. 


即 IL |+ |M] >n 
XAA H EG 的 支撑 子 图 ,所 以 M 也 是 G 的 匹配 。 
故 а'+@ #®|М|+1|1,|2>п 


2 证 设 G 是 具有 二 划分 (Vi,V;) 的 二 分 图 。 我 们 对 G 
的 边 数 e 衬 1 用 归纳 法 来 证 明 GS (С). ж 8(6)<1, Wi 
论 显然 成 立 。 不 妨 设 存在 x Є У, , 8 аев(х) 222, FL e,, e; € 
Е(С), ole)=fz,ylsgle)= izr sulo HFE G е 的 点 
1 S, 使 1S1|= 606) -1 BFE G - e, 的 点 覆盖 S, E| S, |= 
B(G)-1. PI =&51,у65,,иЄ5, – S, 于 是 
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1005.15.) ЙУ, U((S,US. 1 У„)|:>8(С), 

1065.05,) ПУ, ОС, 1S,)1Vv,)|2Z=R8(G) 
91801 ,1815,.0565,1+ 15,051 +12286) 
+E 20(G)-2=|S,/|+|S,|2Z28(G)-1. 
这 是 不 可 能 的 .于 是 8(G 一 e1) = B(G) 或 者 8(G - е) = В(С). 
不 妨 设 BIG-=- е) = B(G). 于 是 由 归纳 假设 . 

ВС) = ВС - e, Sa (G — e, Sa (G) 

3 证 设 G 是 二 分 图 ,并 且 5(G)>0, 因 而 a+B8=a’ + 8, 
又 a = В, Р а= В. 

6 解 (a) 极 小 点 覆盖 fa,c,e,gl,1b,c,d,e,gl,ib,d， 
e,fllb,c,d, fl 

ЛИЗУ 3E]b.,a, fl la, fl,la,c,gi,la,e,gl 
ЖЛ 1а, с,е, gl, |b,d, e, fl,lb,c,d, f] 

最 大 独立 集 16,d ,rilac, gl ,iayve,gl 

(5) 极 小 点 覆盖 

|b,c,e, fi ibed, Р.Б, c,d el, іа, с,е, fl,la,c,d, 
el,labd,e: 

ЖКУ а, |, іа,еі, іа, і, 5,аі, ів, Р, 1с, у 
最 小 覆盖 

[b,c, e, fl.ib,c d ,fl,lb,c,d,el,la,c. e, fl.la,c,d, 
el,lab,d,el 

RAMi а, |, lasseli іа, fi lb,dl, ib, Рс. 

8 解 如 图 23 所 示 。 

10 Ж (1)1 (2)2 (3)3 

12 证 假设 C 是 用 种 颜色 着 色 的 并 且 独 立 数 为 .因为 
每 个 颜色 类 必须 是 一 个 独立 集 , 所 以 每 个 颜色 类 只 有 不 超过 a 个 
元 素 。 因 此 至 多 存在 ka 个 顶点 . 
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B 23 

14 证 设 M 为 树 工 中 一 完美 匹配 ,下 面 证 明 M ÆT PE 
一 的 完美 匹配 

首先 易 知 下 面 两 个 事实 ; 

(1 中 所 有 顶点 都 是 M 饱和 点 ,因而 树叶 也 必 为 M 饱和 
点 , 且 与 树叶 相关 联 的 边 均 不 相 邻 , 且 的 在 Т 的 任何 完美 匹配 中 

(2)8 了 的 顶点 数 2=21M| ,所 以 ”为 偶数 ,于 是 了 的 边 数 
m 的 奇数 

设 M 和 M, #80 Т 的 完美 匹配 ,并 且 它 们 是 不 同 的 , 则 
М.ФМ,т0.# MOM: 的 导出 子 图 为 所 ,由 于 M. 和 M, 都 
是 工 的 完美 匹配 , 则 H 中 顶点 的 度 均 为 2. 所 以 H 中 存在 圈 , 这 
与 了 是 树 矛 盾 ， 

15 解 2n-l,n 

17 Ж 取 初始 匹配 M = { ziy ху, к; уз}, K 485628 Un 
配 为 |zlyeyzz3yiyz333y Жа уз, 75у}. 

18 Ж J>] >l —J | —J ls 

2 解 设 信 繁 为 Zz; ,信封 为 yi=1,2,3,4,5,6,7z; Ej y; 

* 276 · 


是 相符 的 .于 是 问题 就 转化 为 求 图 G( 如 下 图 所 示 ) 


хі х2 х5 х4 xs х6 


中 有 多 少 个 不 同 的 完美 匹配 ,我 们 把 这 个 数目 记 作 Ф(6), =, 与 
为 相配 对 时 ,完美 匹配 的 个 数 等 于 从 图 G 中 删 去 顶点 zx1,y 后 
所 得 图 С— {x1 ,yz1 中 完美 匹配 的 个 数 , 这 个 数目 记 作 c(5).#r 
С- іх1,у P, Æ z, 与 у. НЕХ, 1 205) = ф(4);,Ж ох) 与 >, 
不 配对 , 则 т(5)= gp(5). 干 是 G Pa 与 y, 相配 对 时 ,有 ф(5) + 
e(4) 个 完美 匹配 . 由 对 称 性 ,zi 与 у, (Зуб), ЛЧ с 
(5) + gp(4) 个 完美 匹配 , 故 ф(6) = 5(ф(5) + p(4)), 利 用 这 个 道 
推 公式 可 求 得 ф(б). 

23 证 明 构造 二 分 图 G= 《Vi, V E) HP V, = tar, 
Ta 分别 对 应 于 模 表 的 8 行 8 列 , 当 
且 仅 当 属 于 行 r, НУРУ у, 的 方 格 是 被 选 出 时 , 边 1z; , у HF 
E(G), 于 是, 我 们 的 图 的 边 对 应 于 所 选 的 方 格 .所 以 G 是 2 EN 
二 分 图 。 而 它 有 两 个 边 不 交 的 完美 匹配 , 设 为 М, 与 M;. 若 把 白 
的 与 黑 的 棋子 分 别 放 置 在 对 应 于 М, 与 M, 的 边 所 对 应 的 方 相 
上 , 即 得 所 求 的 放置 法 . 

24 证 明 ЖУ, 中 任 取 一 个 非 空 子 集 S$, 记 

Е, = ijr, yll zEV, yE V] 


则 | Е, | = > da (>) 
r€ s 
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因此 , S 中 顶点 度 的 平均 数 是 | E, |/|S|. 而 Nc(S) 中 顶点 度 
的 平均 数 至 少 是 |E。 |/| Ne(S)| .由 题 意 
Е, 1/181221Е1/1(5)1 
HIE, 1, (6) 122151. Bl G РАННЯ V, 中 所 有 顶点 的 匹 
配 . 
25 证 明 设 M 是 G 的 最 大 匹配 ,但 |M| 志 2 一 1. 今 局 表 
mM 的 边 的 端点 集合 ,由 于 在 Q 内 的 顶点 数 为 21M | 专 2k 一 2， 
在 V(G) 一 QQ 中 至 少 存在 两 个 顶点 , 设 为 z,y. 根 据 M 的 最 大 
性 , YIG)- 9 中 任 两 个 项 点 不 相 邻 。 若 存在 M 的 一 条 边 ,使 其 
中 的 一 个 端点 相 邻 于 z ,而 另 一 个 端点 相 邻 于 y. Ш G 存在 M 可 
增 广 路 ,这 将 矛盾 于 M 是 最 大 匹配 .现在 我 们 考虑 > 的 所 有 邻 点 
Zi ry z 4 之 上 .这 4! 个 点 全 在 日 内 ,让 我 们 分 别 用 yj, уз, 
"б.у 表示 在 MM 下 与 x zy, т.т 配对 的 顶点 , 则 у 不 能 与 y， 
Ja 相 邻 .由 此 可 得 
dely Sk 一 2) -ISk -2 
与 G КИШИН. 


J ® 六 


1 Ж (2) (ь,с)6,3;(а,4)%4,2;(с,е)6,1;(с,2) 
是 5,2. 流 的 值 是 5. 


С„=1,С„=2,т„=1,т„=32 
1.1 2.1 
9 М 考虑 流 9 一 一 0 一 一 8 和 切割 p=1a,6|. 
10 Ж (1)1 
11 Ж (1)Fa=6,F =0,Fy=3,F,.=6,F,=0,Fy=3 
Е, =4,Е.=2,Е. =3,Е,=2,Е,=3,Е, =6,F, =3. 
b 2,2 
3,2 4.4 
12 #& (1) 4 z 


(2) 19 
19 Ж 所 有 没 标记 的 边 是 1,0. 不 存在 完美 匹配 . 
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其 中 1, :任务 等 待 加 工 ; 
t: A ЯЕ т; 
13 :操作 ml 完毕 ; 
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t: B Е mi; 

ts: B fE т, 完毕 ; 

te: A ЖЕ т; 

t: A 结束 m, 的 操作 ，; 
ta: B RIE m; 

ty: B 结束 mm 的 操作 ; 

io: 将 加 工 完毕 的 任务 送 走 . 


tR S, 运算 ; 
{туу 20; 

tiy 是 奇数 ; 
НИНА 是 偶数 ，; 


4: 完成 уз уз * yy <> 15 


to: ya 351 _ 2; 
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其 中 ..cy ca cac 95 ЖТ, е, 和 i 分 别 表 示 第 ; ЛУТ 
学 家 吃饭 和 想 问 题 两 种 状态 ,i = 1,2,… .5, 当 哲学 家 从 思索 状态 
转 人 吃 的 状态 , 则 他 必须 有 左右 两 根 簧 子 . 


A=1 
C=A+8 C=C+i 
24 解 (1) 


B=2 


25 Ж (а) 
(1), (3) (АЖ (s) 
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(7) 任何 标记 至 少 有 一 个 位 置 放置 两 个 标记 . 
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